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Predgovor

Ucbenik Zvezni requlacijski sistemi - II. del predstavija nadaljevanje ucbenika
Zvezni requlaciyski sistema - 1. del in zaokrozZa tematiko, ki jo smatramo kot osnovo
pri razumevanju requlacijskih sistemov. Zato je potrebno za dobro razumevanje
ob ustreznem predznanju iz matematike, fizike in teorije sistemov poznati tudi
tematiko prvega ucbenika. Medtem ko temelji 1. del pretezno na analizi in
nacrtovanju v casovnem prostoru, obravnavamo v II. delu predvsem metode ana-
lize in nacrtovanja requlacijskih sistemov v frekvencénem prostoru. Ceprav te
metode smatramo za t.i. klasicne metode, pa so z razvojem sodobnih paketov
za racunalnisko podprto nacrtovanje (predvsem MATLAB z raznimi dodatki -
Toolboz) postale bistveno bolj uporabne. Brez racunalniskih orodij so bili namrec
postopki izredno dolgotrajni, cesto pa predvsem pri graficnih metodah tudi zelo ne-
natancni. 'V drugem delu pa obravnavamo metode analize in nacrtovanja v pros-
toru stanj. Te sodobne metode so se zacele uporabljati po letu 1960. Primerne so
tudi na podrocjih multivariabinih, nelinearnih in casovno spremenljivih sistemov.
Metode so izjemno primerne za programiranje na digitalnih racunalnikih in so
vgrajene v vecini paketov za racunalnisko podprto nacrtovanje sistemov vodenja.

Delo je razdeljeno na pet poglavij. Ker predstavlja nadaljevanje I.dela, smo se
1zognili uvodnemu poglavju. Prvo poglavie obravnava analizo requlacijskih sis-
temov s pomocjo diagrama lege korenov. Razen analize enostavnejsih sistemouv
opisujemo tudi zahtevnejse probleme, kot na primer diagram lege korenov siste-
mov z neminimalno fazo in sistemov z mrtvim c¢asom. Poglavje zakljucujemo z
obravnavo konturnega diagrama.

V' drugem poglavju obravnavamo metode, ki temeljijo na poznavanju frekvencne
karakteristike sistema. Opisali smo Bodejev diagram, polarni diagram in Nicholsov
diagram. Obravnavamo pa tudi absolutno in relativno stabilnost requlacijskih sis-
temov s pomocjo Nyquistovega diagrama ter s pomocjo ojacevalnega in faznega
razlocka. 'V zadnjem delu pa smo obravnavali frekvencno karakteristiko za-
prtozancnega sistema.

Tretje poglavje je namenjeno kompenzacijskim metodam za nacrtovanje requlacij-
skih sistemov. Podali smo metode prehitevalne, zakasnilne in prehitevalno - za-
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kasnilne kompenzacije s pomocjo diagrama lege korenov in s pomocjo Bodejevega
diagrama. Prikazali smo tudi povezavo med kompenzacijskimi in PID regulatoryi.

V' cetrtem poglavju obravnavamo metode analize requlacijskih sistemov v prostoru
stang. 'V prvem delu smo na kratko podali nekatere osnove, ki naj bi bile znane
1z poznavanja teorije sistemov. Uvedli smo pojem trajektorije, faznega portreta
i singularne tocke. Nato smo obdelali metodo Ljapunova za dolocitev stabil-
nosti linearnih in nelinearnih sistemov. V drugem delu pa smo se osredotocili na
pomembnejse kanonicne oblike in na nekatere pomembne pojme v nacrtovalnih
postopkih, kot sta na primer vodljivost in spoznavnost.

Peto poglavje pa je uvod v nacrtovalne postopke v prostoru stanj. Tako kot v
prejsnjih poglavjih smo se tudi tu omejili na sisteme z enim vhodom in enim
1zhodom. Obdelali smo nekatere metode za dolocitev requlatorjev stanj in obser-
vatorjev ob predpisanih legah Zelenih polow.

Podrocje, ki ga obravnava ucbenik, ima izjemno dolgo tradicijo, zato je na voljo
veliko literature. Najprimernejse knjige smo navedli v Literaturi.

Primere v u¢bentku smo izvedli s programskim paketom MATLAB-Simulink.

Na koncu se zahvaljujem sodelavcem Laboratorija za modeliranje, simulacijo in
vodenge in Laboratorija za avtonomne mobilne sisteme, saj so veliko pripomogli k
nastanku tega dela. Posebno zahvalo pa sem dolZan Milanu Simcicu, dipl. ing.
za vestno opravljeno urejanje v okolju LATEXin za risanje slik s pomocjo paketa
CorelDraw.

Delo naj obuja tudi spomin na mentorja prof. dr. F. Bremsaka, dolgoletnega pred-
stognika laboratorija in velikega strokovnjaka prav za tematiko, ki jo predstavlja
ucbenik.

Ljubljana, oktober 2010

Borut Zupanéic
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1.

Metoda diagrama lege korenov

Osnovne karakteristike prehodnega pojava v zaprtozanénem regulacijskem sis-
temu so tesno povezane z lego zaprtozanénih polov. Pri najpogosteje uporabljenem
P regulatorju lega zaprtozancnih polov seveda zavisi od proporcionalnega obmocja
regulatorja oz. njegovega ojacenja. Za nacrtovalca regulacijskega sistema je zelo
pomembno, da spozna, kako se lege zaprtozancnih polov oz. korenov karakteri-
sticne enacbe premikajo v s ravnini pri spreminjanju ojacenja. V¢asih je mozno
Ze s pravilno izbiro ojacenja doseci zeleno lego polov in s tem zadovoljiv prehodni
pojav.

Dolocitev polov zaprtozancénega sistema oz. korenov karakteristicne enacbe
pa je za visje rede tezak in zamuden postopek, ki ponavadi zahteva uporabo
racunalnika. Razen tega ima izracun lege korenov omejeno vrednost, saj
nacrtovalca zanima potek lege korenov pri spreminjajoc¢ih parametrih (ponavadi
regulatorja) in je torej treba racunalniski postopek ponavljati.

Ucinkovit in enostaven postopek, ki omogoca narisati potek korenov v s ravnini
v odvisnosti od sistemskega parametra, je razvil W. R. Evans in se imenuje dia-
gram lege korenov (DLK). Ceprav lahko z metodo analiziramo vpliv katerega koli
parametra odprtozancne prenosne funkcije, pa je ta parameter obicajno ojacenje,
ki se spreminja od ni¢ do neskonéno.

Metoda DLK se veliko uporablja na podro¢ju analize in nacrtovanja vodenja
sistemov. Vgrajena je tudi v vsakem boljsem paketu CACSD (Computer Aided
Control System Design - ra¢unalnisko podprto naértovanje sistemov vodenja).
Vendar so izkusnje, ki jih dobimo pri "ro¢nem” risanju DLK izjemno pomembne
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pri pravilni interpretaciji rezultatov, ki jih daje racunalniski paket.

Pristop, ki ga bomo obravnavali, je uporaben za risanje

e diagrama lege korenov, ko se sistemski parameter (obicajno ojacenje K
spreminja od 0 do o),

e komplementarnega diagrama lege korenov, ko se sistemski parametri spre-
minjajo od -oo do 0,

e konturnega diagrama, ko se spreminja vec¢ razlicnih parametrov.

Komplementarni diagram lege korenov se na podrocju regulacijskih sistemov manj
uporablja, saj moramo obicajno zagotoviti pozitivno ojacenje.

1.1 Pogoj absolutne vrednosti in kotni pogoj

Slika 1.1 prikazuje osnovno konfiguracijo regulacijskega sistema.

R(s)

+

()

G(s)

H(s) |«

Slika 1.1: Regulacijski sistem

Sistem ima karakteristi¢no enac¢bo

1+ G(s)H(s) =0 (1.1)

G(s)H(s) = —1 (1.2)

Ker je enacba (1.2) kompleksna, jo lahko razdelimo v dve enacbi. Prva enacba
doloca pogoj absolutne vrednosti
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|G(s)H (s)] =1 (1.3)

Druga enacba pa doloca kotni pogoj

L[G(s)H(s)] = £180°(2k + 1) k=0,1,2,... (1.4)

Vrednosti s, ki zadovoljijo pogoj absolutne vrednosti in kotni pogoj, so koreni
karakteristicne enacbe oz. zaprtozancni poli in leZijo na diagramu lege korenov.

Metoda DLK torej temelji na izracunu absolutne vrednosti in kota odprtozancne
prenosne funkcije G(s)H(s) in daje informacijo o legi zaprtozanénih polov.
Postopek lahko razdelimo v dva bistvena dela:

e V s ravnini dolo¢imo vse tocke, ki zadovoljijo kotnemu pogoju. Le-te ses-
tavljajo DLK.

e S pomocjo pogoja absolutne vrednosti dolo¢imo vrednost sistemskega
parametra (ojacenja) v doloceni tocki DLK.

Za risanje DLK pri spremenljivem ojacenju izhajamo iz odprtozacne prenosne
funkcije v faktorizirani obliki

K(s+21)(s+22)...(s+ zm)

G(s)H(s) = (s+p)(s+p2)...(5+pn)

(1.5)

Pri tem naj omenimo, da uporaba izraza ojacenje v tem primeru ni dosledna, saj
je pravo ojacenje odprtozancéne prenosne funkcije G(0)H(0) = % in je K
dejansko multiplikativni faktor faktorizirane oblike.

Postopek risanja DLK za¢nemo tako, da vriSemo odprtozancéne pole in nicle v
ravnino s. Neka testna tocka s pripada DLK, e izpolnjuje kotni pogoj. Le-tega
lahko preverimo analiti¢no, obi¢ajno pa to naredimo na grafiécni na¢in. Ce ima
odprtozancéna prenosna funkcija obliko

K(s+ )
(s +p1)(s + p2)(s + p3)(s + pa)

G(s)H(s) = (1.6)
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dobimo kot Z[G(s)H(s)] v neki testni tocki s tako, da potegnemo povezave iz
testne tocke s do vseh polov in ni¢el in oznac¢imo ustrezne kote &, 6, 6,, O%s,
Oy, kot prikazuje slika 1.2.

Testna tocka

Jjo Jo

Slika 1.2: Dolo¢itev kotnega pogoja in absolutne vrednosti funkcije G(s)H(s)

S @; oznacimo kote v niclah, s ©; pa kote v polih. Kot prenosne funkcije G(s)H(s)
v tocki s dolo¢imo s pomocjo izraza

LG(s)H(s)] = ZLs+z]—Ls+p]—Ls+p]—ZL[s+ps]— L[s+ pa]
= @1—91—92—93—@4 (17)

Absolutno vrednost prenosne funkcije G(s)H(s) v tocki s lahko dolo¢imo ana-
liticno, vendar pri DLK obicajno uporabimo graficni postopek. Oznacimo z
Ay, As, Az in Ay ter z By dolzine kompleksorjev s 4+ pi, s + pa, S+ p3, S+ pa
ter s + 21, kakor je oznaceno na sliki 1.2. Absolutna vrednost se potem doloci iz
izmerjenih dolzin

K’S—{—Zl’ KBl

G(s)H(s)| = -
| ( ) ( )| |s—|—p1|]8+p2|’3+p3”3+p4’ A1A2A3A4

(1.8)

Ker je lega polov in nicel v ravnini s vedno simetri¢na na realno os, je tudi DLK
simetricen na realno os in je dovolj, ¢e dolo¢imo DLK le za zgornjo polovico
ravnine s.
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1.2 Diagram lege korenov sistema 2. reda

Preden si ogledamo risanje DLK z uporabo pravil, si zaradi boljse predstave
oglejmo DLK za sistem 2. reda. Narisali ga bomo tako, da bomo izrac¢unali
analiticno odvisnost obeh korenov od ojacenja K.

Regulacijski sistem naj ima odprtozanc¢no prenosno funkcijo

G(s)H(s) = 1.9
(@H() = =y (19)
Zaprtozancna prenosna funkcija pa se glasi
C(s) K
= 1.10
R(s) s24+s+K (1.10)
Karakteristicna enacba je torej
P+s+K=0 (1.11)

Ker v tem primeru ni tezko analiticno izraziti lege korenov v odvisnosti od
ojacenja K, tudi ni razloga, da bi uporabili pravila za graficno risanje. Korena
enacbe (1.11) sta

1 1 —— 1 1

Korena sta realna za K < % in kompleksna za K > %. DLK je dolocen z legami
korenov, ko gre K od 0 do co. Ustrezni DLK prikazuje slika 1.3.

Pri K =0 je sy =0 in sy = —1, torej izvira DLK iz odprtozancnih polov. Ko se
K povecuje proti vrednosti i, se zaprtozancna pola gibljeta proti tocki (—%, 0) po

realni osi. Vsi ti koreni odgovarjajo nadkriticno dusenemu sistemu. Pri K = %

sta oba zaprtozanéna pola enaka (kriticno dusenje ¢ = 1) 57 = —%, So = —%.

Za K > i postane sistem podkriticno dusen. Realna komponenta je konstantna
(—%), imaginarna pa gre proti neskonc¢nosti, ko gre K proti neskonénosti.
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A, P
s+1 ., S

a) b)

Slika 1.3: DLK za sistem 2. reda

Zelo enostavno se lahko prepricamo, da je za vsako tocko na DLK izpolnjen kotni
pogoj. Ce izberemo neko tocko P, se kotni pogoj glasi (slika 1.3 b)

K 0
‘L(SHJ =—/s—/ls+1]=—-61— 6, =£180"(2k +1) k=0,1,2,...
(1.13)

in je torej izpolnjen, saj je ©; + @, = 180". Kotni pogoj je izpolnjen tudi za
poljubno tocko P, ki leZi na realni osi med 0 in —1. Takrat velja ©; = 180°, @, =
0% 0z. ©; + O, = 180°. Prav tako se lahko enostavno prepricamo, da za tocke, ki
niso na DLK, ne velja kotni pogoj.

Vrednost K, ki pripada doloceni tocki DLK, pa dolo¢imo iz pogoja absolutne
vrednosti. Za tocko s = —% + 52 velja

K
G(sH(s)| = |— =1 1.14
GOHON = || (1.14)
K =s(s+1)[,_ 1,5 =425 (1.15)

oz. grafitno
K =|s||s+1] = AjAy = 2.06 - 2.06 = 4.25 (1.16)
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S pomocjo DLK, ki ga prikazuje slika 1.3, lahko dolo¢imo glavne karakteristike di-
namicnega ponasanja sistema pri spreminjanju ojacenja K. Z vecanjem ojacenja
se manjsa (, veCata se w, in wg. V odzivu se torej vec¢a prevzpon. Vendar sistem
za Se tako velik K ne more postati nestabilen, saj koreni karakteristicne enache
ostanejo v levi polravnini.

1.3 Pravila za risanje diagrama lege korenov

Pravila za risanje DLK si bomo ogledali na primeru, ki ga prikazuje slika 1.4.

DLK prikazuje slika 1.7

R(s) K Cs)
s(s+1)(s+2)

Slika 1.4: Regulacijski sistem

Velja torej

K
GO = e H(s) =1 (1.17)

1. NapiSemo karakteristicno enacbo 1 4+ G(s)H (s)= 0 v faktorizirani
obliki.

K(s+z1)(s+29)...(s+ 2zm)
(s+p1)(s+p2)...(5+Dn)

1+G(s)H(s) =1+ =0 (1.18)

m je Stevilo konc¢nih nicel odprtozancnega sistema, n je Stevilo koncnih polov
odprtozancénega sistema. Obicajno velja n > m. V naSem primeru je n = 3
in m = 0. Nato vriSemo v ravnino s pole in ni¢le odprtozancénega sistema. V
nasem primeru sistem nima koncne nicle, ima pa pole —p; = 0, —py = —1 in
—p3 = —2. V splosnem pa si lahko vsak sistem predstavljamo tako, da je stevilo
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odprtozanénih polov enako Stevilu odprtozancénih nicel, pri cemer je n — m nicel
v neskoncnosti (ali m — n polov, ¢e m > n).

Na realni in imaginarni osi moramo imeti isto merilo. DLK je simetricen na
realno os, ker so kompleksni poli vedno v konjugirano kompleksnih parih.

2. Poiséemo zacetne in koncne tocke DLK in dolo¢imo Stevilo vej.
Zacetne tocke na DLK pripadajo oja¢enju K = 0 (tu veje izvirajo) in jih dobimo
z limito ob upostevanju enacbe (1.18)

(s4+ 21)(s+ 22) ... (s 4 2zm)
(s+p1)(s+p2)...(s+pn)

lim = lim — =00 (1.19)
K—0

Enacba (1.19) je izpolnjena, ¢e kompleksna spremenljivka s zavzame vrednost
enega izmed polov. Torej vse veje DLK izhajajo i1z odprtozancénih polov. Konéne
tocke pripadajo ojacenju K = oo (tu imajo veje ponor) in jih dobimo z limito

1
i [CER ) st m)) oy L (1.20)
K—oo|(s+p1)(s+p2)...(s+pn)| KooK

Enacba (1.20) je izpolnjena, ¢e kompleksna spremenljivka s zavzame vrednost
ene izmed nicel. Zato imajo vse veje ponor v odprtozancénih niélah (m konénih,
n — m v neskonc¢nosti).

V naSem primeru torej veje izhajajo iz tock s =0, s = —1, s = —2 in koncujejo
v neskoncnosti.

DLK ima natanko toliko vej, kolikor je korenov karakteristicne enacbe. Ker je pri
realnih sistemih n > m, je Stevilo vej tudi enako stevilu odprtozanénih polov n.

Za nas primer ima torej DLK tri veje.

3. Doloc¢imo potek DLK na realni osi.

Le-ta je odvisen le od odprtozanénih polov in nicel, ki lezijo na realni osi. Konju-
girano kompleksni poli in ni¢le imajo namrec¢ v poljubni tocki na realni osi kotni
prispevek 360°, torej ne vplivajo.

Pri dolocitvi, kateri del na realni osi pripada DLK, upostevajmo kotni pogoj. V
nasem primeru mora veljati za testno tocko s na realni osi
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[G(s)] = —4s—L[s+ 1] — /[s+2] = £180°(2k + 1) k=0,1,2,...
(1.21)

Ce izberemo tocko na pozitivni realni osi, je

[s=/[s+1]=/[s+2]=0" (1.22)

in kotni pogoj ni izpolnjen. Torej na pozitivni realni osi ni tock, ki bi pripadale
DLK. Ce izberemo tocko s med 0 in —1, velja

/s = 180" [s+1]={[s+2]=0° (1.23)

torej je kotni pogoj izpolnjen. Na podoben nac¢in se lahko prepricamo, da na
intervalu —2 < s < —1 kotni pogoj ni izpolnjen in da je na intervalu s < —2
kotni pogoj izpolnjen. Torej poteka DLK med 0 in —1 in med —2 in —oo. Ker
vemo, da DLK izvira v polih in konc¢a v ni¢lah, oznacimo smeri vseh treh vej.

V zvezi z dolo¢evanjem DLK na realni osi velja pravilo:
testna tocka na realni osi pripada DLK, ce je skupno stevilo realnih odprtozancénih
polov in nicel desno od te tocke liho Stevilo.

4. Dolocimo asimptote.

Asimptote dolocajo, kako poteka DLK pri visokih vrednostih ojacenja K. Ker
je n — m nicel v neskonc¢nosti, se n — m vej konca v neskoncénosti. Potek teh
vej v neskoncnosti dolo¢imo s pomoc¢jo n — m asimptot. Ker je DLK simetricen
na realno os, so tudi asimptote simetricne na realno os. Njihovo lego doloc¢imo
tako, da izracunamo kote, ki jih oklepajo asimptote z realno osjo in presecisce
astmptot, ki lezi na realni osi.

Za dolocitev kotov zapisemo odprtozancéno prenosno funkcijo v polinomski obliki

B(s) ™+ bys™ T+ + by,
H(s) = =K 1.24
G(s)H{(s) KA(S) s" a4 ay, (1.24)

V neskoné¢nosti ravnine s se funkcija % obnasa priblizno
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Ima torej pol (n —m) tega reda.

Ob upostevanju kotnega pogoja za neko tocko v neskonénosti dobimo

LG(s)H(s)] = —(n —m)/s = £180°(2k +1) k=0,1,2,...(n —m — 1)1.26)

Kot kompleksorja s predstavlja hkrati tudi kot asimptote (i, saj se tocka s nahaja
v neskoncnosti

L[G(s)H(s)] = —(n—m)Bx = £180°(2k + 1) (1.27)
Bx = jFlS?lO(_ZI;JF D k=0,1,2,...(n —m —1)

V nasem primeru je n—m = 3 in dobimo tri kote za tri asimptote: 3y = 60°, 3; =
180°, By = 300° (ali —60°).

Za dolocitev presecisca asimptot o, na realni osi uporabimo Vietovo pravilo, ki

pravi, da je koeficient polinoma n-tega reda pri (n — 1) potenci, ¢e je koeficient
pri n-ti potenci enak 1, negativna vsota vseh korenov tega polinoma!l

s"tas" T L a, = (s+s1)(s+82)... (54 s,) (1.28)

n
ay = - Z<_5i)
i=1
Zapisimo karakteristi¢no enacbo

B(s)

1+G(5)H(s):1+KA(S)

=0 (1.29)

Ls; so negativne vrednosti korenov
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v obliki

B(s) [28 + K]: 0 (1.30)

0Z.
s"+a1s" M+ +a,

sm 4+ bsmL 4+ b,

B(s)[ +K]: 0 (1.31)

Z deljenjem Stevca z imenovalcem pridemo do izraza

B(s) {s"‘m + (a1 —by)s" ™ 4+ K}: 0 (1.32)

Pri K — oo vemo, da gre m korenov karakteristicne enacbe (1.32) proti m
kon¢énim odprtozanénim niclam polinoma B(s), ostalih n — m korenov pa se
nahaja v neskonc¢nosti in se lahko doloc¢ijo tako, da poiscemo korene polinoma v
oglatem oklepaju pri izrazu (1.32). Ceprav so koreni v neskonénosti, je njihova
vsota koné¢na in razli¢na od ni¢

— Z neskonénih korenov = +s; + so + ... + Sy = +(a; — by) (1.33)

Predstavljajmo si n — m korenov, ki lezijo v s ravnini na krogu z neskon¢nim
radijem. Razmere prikazuje slika 1.5.

Razcepiscna tocka Oy oz. vrednost o, je doloc¢ena s sredis¢em kroga, ki gre skozi
n — m korenov v neskonc¢nosti. Iz slike 1.5 je razvidno, da velja

OlAl + OlAQ + OlAg —|— e + OlAnfm - O (134)

0Z.

(=s1—04)+ (=82 —04)+ (=83 —04)+ ...+ (=Sp-m —04) =0 (1.35)
Iz enacbe (1.35) sledi

— _81 So S3 S _ _al 1 (136)
n—m n—m
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JO

Slika 1.5: Dolocitev presecisca asimptot

Ker pa je po Vietovem pravilu a; negativna vsota odprtozancénih polov, b; pa
negativna vsota odprtozancnih nicel

m o= - (-p) (1.37)

dobimo kon¢ni rezultat za presecisée asimptot

K3

2 pi— L% _ S poli — X nicle (138

Oq — —
n—m n—m

Ker so kompleksni poli in nicle vedno v konjugirano kompleksnih parih, je o,
vedno realen. V nasem primeru je p; = 0, po = 1, ps = 2, kon¢nih nicel pa ni.
Zato je

~1 (1.39)
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Presecisce asimptot je torej v tocki o, = —1 na realni osi.

5. Dolo¢imo razcepis¢a v DLK (o).

Razcepisca v DLK se pojavijo na tistih mestih, kjer nastopijo veckratni korens
karakteristicne enacbe. Razcepisc¢a so lahko na realni osi ali pa v konjugirano
kompleksnih tockah.

Ce DLK poteka po realni osi med dvema odprtozanénima poloma, potem na tem
odseku lezi vsaj eno razcepisce, iz katerega DLK zapusca realno os. Ce DLK na
realni osi poteka med dvema nic¢lama (ena je lahko v neskonénosti), potem prav
tako obstaja vsaj eno razcepisce, v katerem DLK vstopa na realno os. Ce DLK
na realni osi poteka med polom in niclo, obi¢ajno tam ni razcepisca ali pa so le-ti
v parih (DLK izstopa in DLK vstopa na odsek).

Iz enacbe (1.29) je razvidno, da lahko karakteristicno ena¢bo napisemo tudi v
obliki

F(s) = A(s) + KB(s) = 0 (1.40)

Ker so pogoj za razcepisce veckratni koreni, predpostavimo, da ima F(s) r-kratni
koren v razcepiséni tocki s = gy

F(s)=(s—o0p)"(s—s1)(s —s2)... (1.41)

dF(s)
ds

Vrednost odvoda v tocki o, je zaradi veckratnega korena enaka

dF(s) B
s /sng_ 0 (1.42)

Iz enacbe (1.40) pa sledi

=A(s)+ KB'(s)=0 (1.43)

(1.44)
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F(s) = A(s) — 2183(5) =0 (1.45)
B(s)A'(s) — B'(s)A(s) =0 (1.46)

Ce ena¢bo (1.46) resimo na s, dobimo tocke, kjer nastopajo veckratni koreni. Ce
iz enacbe (1.40) izrazimo K

_ A
K=-30 (1.47)
ter enacbo (1.47) odvajamo na s
dK _ B(s)A'(s) — B'(s)A(s) (1.48)

ds B2(s)

dobimo v stevcu enak izraz, kot ga podaja leva stran enacbe (1.46). Ce postavimo

% = 0, dobimo torej enako enacbo, kot je enacba (1.46). Zato razcepisce s = oy,

doloca enacba

dK

- =0 = 1.49
ds | _ b ( )

Ob

Treba je poudariti, da vse resitve enacbe (1.49) ne predstavljajo razcepisc. Ce
realni koren enacbe (1.49) lezi na odseku DLK, potem je to gotovo razcepisce,
¢e pa realni koren ne lezi na odseku DLK, potem tudi ne predstavlja razcepisca.
Koreni enacbe (1.49), ki niso razcepisca, bi bila razcepisca za komplementarni
DLK (—o0 < K < 0).

Pogoj za dolocitev razcepisc lahko izpeljemo tudi na naslednji nacin:
zapisimo odprtozancno prenosno funkcijo v obliki

B(s)
A(s)

G(s)H(s) =K (1.50)

Ko je ojacenje tako, da dobimo veckratne korene karakteristicnega polinoma (kar
je pogoj za razcepisce), velja
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A(s) + KB(s) = (s — 03)'M(s) = 0 [>2 (1.51)
Ce spremenimo K za AK, velja enacba

A(s) + (K + AK)B(s) = 0 (1.52)

Enacbo preoblikujemo v

AKB(s)
A(s) + KB(s)

1+ =0 (1.53)

oz. ob upostevanju enacbe (1.51)

AKB(s)

ali
AK _, M(s)
P —(s—0op)! B(s) (1.55)

M(s) in B(s) ne vsebujeta faktorja s — ;. Ce upostevamo AK — 0, s — oy,
potem je limita izraza (1.55), ko gre s — o

. AK dK
lim = =

520, § — Oy ds

0  =o (1.56)

Za obravnavani primer je karakteristi¢ni polinom

$?+352+25+ K =0 (1.57)

0Z.
K = —(s* +3s* + 2s) (1.58)

Z upostevanjem enacbe (1.49) dobimo

dK
v —(3s*+65+2)=0 (1.59)



16 1. METODA DIAGRAMA LEGE KORENOV

0OZ.
s1 = —0.4224 sp = —1.5774 (1.60)

Ker odsek med 0 in —1 na realni osi pripada DLK, je razcepisce o, = —0.4224.

6. Doloc¢imo kote, pod katerimi DLK izhaja iz kompleksnih odprtozan-
¢nih polov in kote, pod katerimi DLK vstopa v kompleksne odpr-
tozanc¢ne nicle.

Dolocitev teh kotov je zelo pomembna za natancnejso doloc¢itev DLK. Doloc¢imo

jih z upostevanjem kotnega pogoja. Pri tem izberemo testno tocko v neposredni

blizini pola oz. nicle, za katero racunamo izhodni kot (6,,;) 0z. vhodni kot (®;,).

Ker v obravnavanem primeru nimamo kompleksnih polov in ni¢el odprtozancnega
sistema, si dolocitev poglejmo na primeru, ko ima sistem eno realno ni¢lo in en
konjugirano kompleksni par polov. Razmere prikazuje slika 1.6.

A

%

Slika 1.6: Dolocitev izhodnega kota O,

Predpostavimo, da DLK skozi testno tocko s zapusca pol —p;. Za tocko s velja
kotni pogoj

) — (Opus + O4) = £180°(2k + 1) (1.61)
0Z.
Oput = 180° + &, — O, (1.62)

Ce limitiramo tocko s proti polu —p1, potem enacba (1.62) preide v obliko
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Oput = 180° + &, — 6, (1.63)

Obicajno izberemo testno tocko s kar v polu oz. nicli, v katerem izrac¢unavamo
kot. Ta pol oz. niclo povezemo z vsemi drugimi odprtozanénimi poli in niclami.
V vseh polih dolo¢imo kote 6;, v vseh niclah pa kote &;. Izhodni kot iz komplek-
snega pola podaja enacba

Ot = 180° + > &, — >~ 6, (1.64)
Na podoben nacin doloc¢imo kot, pod katerim DLK vstopa v kompleksno niclo.
& = 180° — Z ®; + Z o, (1.65)

7. Poiscemo tocke, kjer DLK seka imaginarno os.

To lahko naredimo z uporabo Routh-ovega kriterija, s poizkusanjem (izberemo
tocko na imaginarni osi in preverimo kotni pogoj) ali pa vstavimo v karakter-
isti¢no enacbho s = jw in jo resimo na w in K. Tako dobimo frekvenco, pri kateri
DLK seka imaginarno os (sistem je mejno stabilen) in ojacenje v tej tocki.

V naSem primeru, ko je karakteristicna enacba enaka

2 +352+25+ K =0 (1.66)

ima Routh-ova shema obliko

31 2
s 3 K
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Regulacijski sistem je torej mejno stabilen pri K = 6. Ustrezno frekvenco, kjer
DLK seka imaginarno os, pa dobimo iz druge vrstice Routh-ove sheme.

35 + K = 35°4+6=0 (1.67)
s = 4jw=4jV2

8. Dolocimo vmesne tocke na razlicnih vejah.

Najpomembneje je natancno dolo¢iti DLK v blizini imaginarne osi in v blizini
koordinatnega izhodisca, saj te tocke predstavljajo dominantne korene. Potek
lahko doloc¢imo s poizkusanjem. V nekem predvidenem obmocju izbiramo tocke
in preverjamo kotni pogoj.

Dolo¢imo za nas primer tisto tocko na DLK, ki odgovarja dusenju zaprtozanénega
sistema ¢ = 0.5. Liniji konstantnega dusenja predstavljata poltraka, ki oklepata
z negativno realno osjo kot +60° (¥ = arccos (). Na tej liniji izbiramo tocke in
testna tocka

s1 = —0.333 + j0.578 (1.68)

izpolnjuje kotni pogoj. Torej skozi njo poteka DLK. Enako velja za tocki s;
konjugirano tocko s,.

9. Dolocitev ojacenj v dolo¢enih tockah DLK.
Ojacenje v doloceni tocki DLK izracunamo s pomocjo pogoja absolutne vrednosti
(enacba (1.3))

G(s)H(s)| = |s + z1||s + 22| ... |s + 2] _ (1.69)
|s +p1|ls + pa| ... |5 + Dl

OZ.

s +pills +pal - [s+pn] _
Is 4+ 21]|s + 2za| ... |s + 2]
produkt dolzin od tocke s do polov

(1.70)

produkt dolzin od tocke s do nicel

K lahko dolo¢imo grafi¢no ali analiticno.
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Ce zelimo v naSem primeru izracunati ojacenje v tocki s; (ali s9) lahko to nare-
dimo torej analiticno

K =|s(s+1)(s + 2)|,__g 3331 j057s = 1.038 (1.71)

ali graficno z merjenjem ustreznih dolzin

_sallsiH1[s1 + 2] Ay AgAs
B 1 1

K

= 0.667-0.882-1.764 = 1.038  (1.72)

Slika 1.7 prikazuje DLK za regulacijski sistem, ki ga prikazuje slika 1.4 oz.
enacba (1.17).

Y \
)
5 T T T ] T
| | | /
| | | / &
o N
| | % |
| | N /fK=6
1 S SR ro L LN AU
| /60 5, |
K=6 | A4 T, K=1.038
\\ | — A7 A] |
Q > > i >
| / | G, \\Sb | 9
| _ | \\ |
:K ].038: ! ;7 K=1.038
| | | 2 |
R [ . —— - - — T [_— R N [
| | VA |
| | | \ K=6 |
I IR R/ A O
‘ | | | \\ |
| | | \ %
| | | \
73 | | | Il
—4 -3 -2 —1 0 1 2

Slika 1.7: Diagram lege korenov

Povzemimo pravila za risanje DLK

1. NapiSemo karakteristi¢no enacbo v faktorizirani obliki ter vrisemo odprtozanéne
pole in nicle.
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2. Veje izvirajo iz odprtozanénih polov in se zakljucijo v odprtozanénih niclah
(konénih ali neskonénih).

3. Dolo¢imo potek DLK na realni osi.
4. Doloc¢imo asimptote za veje, ki konc¢ujejo v neskoncnosti.
5. Dolo¢imo razcepisca v DLK.

6. Dolo¢imo kote, pod katerimi DLK izhaja iz kompleksnih odprtozanénih
polov in kote, pod katerimi DLK vstopa v kompleksne odprtozancne nicle.

7. Dolocimo tocke, kjer DLK seka imaginarno os.
8. Dolo¢imo vmesne tocke predvsem v blizini imaginarne osi v okolici izhodisca.

9. Dolo¢imo ojacenja v dolo¢enih tockah DLK.

V dolocenih primerih lahko majhna sprememeba v legi dolo¢enega pola ali nicle
povsem spremeni DLK. Slika 1.8a prikazuje DLK za sistem

sS+2
G =R T D733 137 3) (1.73)

slika 1.8b pa DLK za sistem

s+ 1.3
Gls) :KS(S+1)(5+3—j3)(5+3+j3) (1.74)
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](DA JQ)A
6 T T T T 6 T T T T
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
b1 --—-f -~ === L e E e " A ===
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | ! |
2k ———+-———t—-}+-—fH4-----—1 2k —— -t - —t——— Y- —q-——- -—-—
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0 + 0 O,
| | | | o | | | o
| | | | | | ) |
| | | | | | | |
[ N WA (N R O [P
| | | | | | T |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
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Slika 1.8: DLK sistema 3. reda a) nicla pri s = —2
b) nicla pri s = —1.3

Sistema se razlikujeta le v legi nicle, vendar imata povsem razlicna DLK.

Primer 1.1 Za regulacijski sistem, ki ga prikazuje slika 1.9, narisimo DLK.

R(s) K(s+2) C(g
§+2s+3

Slika 1.9: Regulacijski sistem
Odprtozancna prenosna funkcija je

K(s+2)

Gls) = s2+2s5+3

H(s) =1 (1.75)

1. Dolo¢imo karakteristi¢no enacbo v faktorizirani obliki
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K(s+2)
(s+1—5vV2)(s+1+jV2)

Stevilo polov je n = 2, stevilo nicel pa je m = 1.

1+G(s)H(s) =1+

=0 (1.76)

. DLK ima 2 veji. Izhaja iz konjugirano kompleksnih polov —p; = —1+jv/2,

—ps = —1 — j+/2 in se zakljucuje v niclah —z; = —2, —zy = —o0.

. Dolo¢imo DLK na realni osi. Za odsek levo od tocke —2 velja, da je desno

od njega liho stevilo odprtozancénih polov in nicel, zato pripada DLK.

. Dolo¢imo asimptote. Ker je n —m = 1, imamo eno asimptoto. Kot, ki ga

oklepa z realno osjo, je

180°(2k + 1)

n—m

By ==+ = 180" k=0 (1.77)

Asimptota je torej negativna realna os.

. Ker DLK na realni osi poteka med dvema ni¢lama, imamo razcepisce. Ker

je
s +2s+3
K=——— 1.78
s+2 ( )
je
dK 25 +2 2) — (s> +25+3
7:_(s+ )(s+2) —(s*+ 25 + ):0 (1.79)
ds (s +2)?
kar da enacbo
s?+4s+1=0 (1.80)
oz. resitve
s1 = —3.732 s9 = —0.268 = o, = —3.732 (1.81)
Razcepisce, v katerem DLK vstopa na realno os, je v tocki s = —3.732.

. Dolo¢imo kot, pod katerim DLK zapusca odprtozancni konjugirano kom-

pleksni par. Izhodni kot za pol s = —p; je

Oput = 180° + &) — Oy = 180° + 55° — 90° = 145" (1.82)

[zhodni kot za pol s = —ps ni potrebno racunati, ker je DLK simetri¢en na
realno os.
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7. DLK ne seka imaginarne osi.
8. Dolo¢imo vmesne tocke.

9. Po zelji izracunamo ojacenja v doloc¢enih tockah.

Ustrezni DLK prikazuje slika 1.10.

JOA

Slika 1.10: Diagram lege korenov

S pomocjo kotnega pogoja lahko pokazemo, da del DLK poteka po kroznici. Za
obravnavani sistem podaja kotni pogoj enacba

Ls+2] = Ls+1— V2] — L[s+ 1+ jv2] = £180°(2k + 1) (1.83)

Ce s = 0 + jw vstavimo v enac¢bo, dobimo

Lo +2+ jw] — Lo+ 1+ jw— V2 — Lo+ 1+ jw+ jV2] = £180°(2k + 1)
(1.84)
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kar lahko zapiSsemo tudi v obliki

— V2 2
arctan| —~— | — arctan( = V2 — arctan| = V2 = +180°(2k + 1) (1.85)
o+2 +1 +1

o o

ali

— V2 2
arctan | 2 V2 + arctan M — arctan | — +180°(2k +1)  (1.86)
o+1 oc+1 o+2

Ce naredimo operacijo tan na obeh straneh enacbe (1.86) in upostevamo relacijo

tanz + tany

t +ty) = 1.87
an(z £ y) 1 Ftanztany ( )
dobimo
— 2 2
tan | arctan | = V2 +arctan | © V2 — tan |arctan | — +180°(2k + 1)
o+1 o+1 o+2
(1.88)
0Z. v /s
w—v2 w+vV2 w
o+1 + o+1 _ a2 +0 (189)
1= wg_+\{§) (w;-\?) 1¥ o+2 0
kar lahko poenostavimo po mnoZenju s (o + 1)? v obliko
2 1
w(oc+1) _ W (1.90)
(c+1)2—(w?2=2) o+2
0Z.
wllo+2)*+w?—3]=0 (1.91)
Zadnja enacba je izpolnjena, ce je
w=0 ali (0+2)?+w?=(V3)? (1.92)

Prva enacba doloca DLK na realni osi, druga enacba pa je enacba kroga s
srediséem v —2 in z radijem v/3. Del realne osi in del kroga, ki ne pripada
DLK, pripada komplementarnemu DLK (za —oo < K < 0). O
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Primer 1.2 Primerjava delovanja P in PD regulacijskih sistemov ter regu-
lacijskega sistema s pozicijsko hitrostno povratno zanko. Tri razlicne regulacijske
sisteme prikazuje slika 1.11. Prvi ima P regulator, drugi PD regulator, tretji pa
pozicijsko hitrostno povratno zanko.

R(s) P s Ci(s)
Tl os(3s+1) g
Sistem I
Rs) K(1+0.85)—>| —3 Gy
s(5s+1)
Sistem II
R(S) K 5 Cm@
| s@s+1) -
1+0.8s =
Sistem III

Slika 1.11: Regulacijski sistemi

Prvemu sistemu pripada naslednja odprtozancna prenosna funkcija v obliki, ki je
primerna za analizo z DLK

K

CrOM) = 55 09)

(1.93)

in DLK za spremenljivo ojacenje, kot ga prikazuje slika 1.12

Za K =1 ima sistem I zaprtozancni par kompleksnih polov

s1.2 = —0.1 %+ j0.995 (1.94)



26 1. METODA DIAGRAMA LEGE KORENOV

JOA

Ay

Slika 1.12: Diagram lege korenov sistema I

Odprtozancni prenosni funkciji sistemov II in III sta enaki

0.8K (s + 1.25)
s(s+0.2)

G[[(S)H[[(S) = G[[[(S)H[[[(S) = (195)

zato imata oba sistema tudi enak DLK. Le tega prikazuje slika 1.13
Seveda pa enak DLK pomeni le to, da imata oba sistema enake zaprtozancne

pole. Le ta sta za K =1

512 = —0.5 & 70.866 (1.96)

Sistema II in III imata razlicni zaprtozanéni prenosni funkciji zaradi razlicnih
zaprtozancnih ni¢el. Medtem ko ima sistem II eno konc¢no niclo pri s = —1.25,
pa sistem III nima koné¢ne nicle.

Slika 1.14 prikazuje odzive vseh treh regulacijskih sistemov na stopnicasto spre-
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2 T T

| |
Zaprtozancna nicla

,,,,,,,, sistema Il |
l l
l l

I . e —_——,——
‘ : K=1
| |
| |

,,,,,,,,, ) N ——
| |
l l

O—= —> o— >
1 -1.25 | ©
| |

777777777 \_ J |
l l
| |

,,,,,,,,,, N Ak
| |
| |
| |
| |

,,,,,,,,,, [ |
| |
| |
l l

-3 —2 —1 0 1

Slika 1.13: DLK sistemov II in III

membo referencnega signala pri ojacenju K = 1.

c(t)-8

Slika 1.14: Potek regulirane veli¢ine pri stopnicasti spremembi reference

—
Sistem I -
Sistem II 7
T Sistem I 1

1 2 3 4 5 [$) 7 8 9 10

27

Sistema I in III sta sistema 2. reda brez nicel. Iz ustreznih DLK je razvidno, da
ima sistem I bistveno manjsi dusilni koeficient (, zato ima krajsi ¢as vzpona in
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vecji prevzpon. Sistem II pa ima v zaprtozancni prenosni funkciji glede na sistem
IIT dodatno niclo (pri s = —1.25), za katero pa vemo, da skrajsa cas vzpona in
poveca prevzpon.

k) P N — > 11085 |2t L1 G,
s(5s+1) 1+0.8s

Y

Slika 1.15: Bloc¢ni diagram, ki prikazuje relacijo med regulirnima velicinama sis-
temov II in III

Relacijo med odzivoma sistemov II in III si lahko nazorno predstavimo tudi s
preoblikovanjem blo¢nega diagrama sistema III, kakor prikazuje slika 1.15.

Vidimo, da je regulirana veli¢ina sistema III preko sistema prvega reda zakasnjena
regulirana veli¢ina sistema II, kar se sklada z razmerami, ki jih prikazuje slika 1.14.

|

Diagrami lege korenov nekaterih znacilnih sistemov

Slika 1.16 prikazuje nekatere znacilne diagrame lege korenov.
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Jo Jo
G' _p G'
Jo A JO A Jo
Jo,
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Slika 1.16: Znacilni diagrami lege korenov
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1.4 Posebni primeri diagramov lege korenov

1.4.1 Risanje diagrama lege korenov, ¢e parameter ni mul-
tiplikativni faktor

Pri analizi in na¢rtovanju regulacijskih sistemov spremenljivi parameter ni vedno
multiplikativni faktor K v izrazu G(s)H(s). V takih primerih je mozno karak-
teristicno enacbo preoblikovati tako, da spreminjajo¢i parameter postane multi-
plikativni faktor. Postopek bo prikazal naslednji primer.

Primer 1.3 Slika 1.17 prikazuje regulacijski sistem s pozicijsko-hitrostno povratno
zanko. Zelimo narisati DLK pri spreminjajocem ojacenju hitrostne povratne
zanke K in dolociti tako ojacenje K, da bo dusenje dominantnega para korenov
enako ¢ = 0.4.

R(s) 20 C(s)_
+ s(s+1)(s+4) g
[+Ks [«

Slika 1.17: Regulacijski sistem

Sistem ima odprtozancéno prenosno funkcijo

20(1+ Ks)
s(s+1)(s+4)

G(s)H(s) = (1.97)

Torej K ne nastopa kot multiplikativni faktor. Pomagamo pa si tako, da karak-
teristicni izraz

201+ Ks)
et e Y (1.98)

preoblikujemo v obliko

s*+55* +4s+20+20Ks =0 (1.99)
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Izberemo
20K = K, (1.100)

nato pa preuredimo karakteristicno enacbo z deljenjem leve in desne strani z vsoto
¢lenov, ki ne vsebujejo K, v nov karakteristicni izraz

K18

1 =0
+33+532+4s+20

(1.101)
Torej smo dobili konstanto K; v multiplikativni obliki in izvedemo lahko stan-
dardni postopek za risanje DLK.

Karakteristicna enacba v faktorizirani obliki se glasi

K18 .
Y T 26-26+s 0 (1.102)

Ker sta na realni osi ni¢la pri s = 0 in pol pri s = —5, poteka med tema dvema
tockama DLK. Ker jen =3, m =1, n —m = 2, ima DLK dve asimptoti

18002k + 1)

e :

Bo=90" B =270° = —90" (1.103)
Presecisce asimptot dolocimo s pomocjo izraza

>opoli — 3 mnicle  —5+4+0

0« = —2.5 1.104
n—m 2 ( )

Kot, pod katerim DLK zapusca pol s = 52, pa je
Opur = 180° — 90° — 21.8° 4+ 90° = 158.2° (1.105)

Ustrezni DLK prikazuje slika 1.18
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Slika 1.18: Diagram lege korenov

Zaprtozanéni poli z dusenjem ¢ = 0.4 morajo lezati na liniji, ki poteka iz izhodisca
pod kotom 466.4° glede na negativno realno os. V nasem primeru ta linija

dvakrat seka DLK - v tocki P in v tocki (). V tocki P je ojacenje

(s+42)(s — j2)(s + 5)

K, = = 8.9801
s s=—1.0490+2.4065
07Z.
K
K=—=0.449
20
V tocki Q pa je vrednost K;
2 — 92 5
K |+ = 26+ .
§ s=—2.1580+4.9652
0Z.
K= ﬁ =1.413

20

(1.106)

(1.107)

(1.108)

(1.109)
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Za K = 0.449 ima sistem zaprtozancne pole

512 = —1.0490 % 52.4065 s3 = —2.9021 (1.110)
za K = 1.413 pa

10 = —2.1580 + j4.9652  s3 = —0.6823 (1.111)

Ceprav je dusenje konjugirano kompleksnega para korenov enako pri obeh
ojacenjih K, pa se regulacijski sistem, vede pri omenjenih K-jih zelo razlicno.
Pri K = 0.449 ima zaprtozancni sistem dominanten konjugirano kompleksni par
polov in se torej vede podobno kot sistem drugega reda. Pri ojacenju K = 1.413
pa je dominanten realni koren, ki se nahaja blizu izhodisca in vnasa veliko dusenje.
Slika 1.19 prikazuje odziva regulacijskega sistema na stopnic¢asto spremembo re-
ference pri obeh ojacenjih. Opazimo, da je dosti primernejsi odziv pri K = 0.449.

C(t) 1.2 T T T T T T
/\K=0.449
1
0.8 —
ool K=1.413 ]
0.4 i
0.2 - —
O L
O 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Slika 1.19: Odziva regulacijskega sistema pri dveh razlicnih ojacenjih

1.4.2 Diagram lege korenov pogojno stabilnega sistema

Regulacijski sistem, ki ga prikazuje slika 1.20, ima pole pri 0, —4, —6, —0.71 &+
70.71 in nicli pri —1 4+ j1.73. DLK prikazuje slika 1.21.
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R(s) K(s*+2s+4) Cls)
S(s+4)(s+6)(s’+1.4s+1) g

Slika 1.20: Regulacijski sistem

Slika 1.21: Diagram lege korenov

Opazimo, da je sistem stabilen v dolocenem obmocju ojacenj K:
0 < K <156 in 67.5 < K < 163.5. Takemu sistemu pravimo pogojno stabilni
sistem.

Pogojno stabilnim sistemom se v praksi izogibamo. 7 dodatnimi kompenza-
torji, ki jih uvedemo v regulacijsko zanko, zelimo pogojno stabilnost odpraviti
(predvsem mislimo na nestabilnost pri majhnih ojacenjih, v nasem primeru pri
15.6 < K < 67.5). DLK nazorno predstavlja pogojno stabilne sisteme in je tudi
ucinkovito orodje pri nac¢rtovanju kompenzatorjev, s pomocjo katerih preobliku-
jemo DLK.
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1.4.3 Diagram lege korenov sistema z neminimalno fazo

Sistem, ki vsebuje niclo na desni strani ravnine s, je sistem? z neminimalno fazo.
Za take sisteme so znacilne precejsnje zakasnitve, zato so problematicni za regu-
liranje.

Obravnavajmo regulacijski sistem, ki ga prikazuje slika 1.22.

R(s) K(I-Ts) C(s)
s(Ts+1) "

Slika 1.22: Regulacija fazno neminimalnega sistema

Sistem ima odprtozancno prenosno funkcijo

K(1—1T,s)

Gls) = s(Ts+1)

T,>0 H(s)=1 (1.112)

Sistem je fazno neminimalen, saj ima niclo pri s = +%' Za tak sistem se kotni
pogoj spremeni v obliko

L[G(s)] = —z[%]: (1.113)
B K(T,s —1) 0 _ 0 B
= Z[S(Ts—l—l) ]+180 = +180°(2k +1) k=0,1,2,...
| KIws—1)| o 0 _
[S(Ts—f—l)]_o +k-360°k=0,1,2,... (1.114)
B / L /s —/ ! =0° 1.115
[S—Ta‘|—8— [S+T1— ( )

2fazno neminimalnost vnaga tudi nestabilni pol v GH ali mrtvi ¢as v GH
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Da neka testna tocka lezi na DLK, mora biti vsota vseh kotov v odprtozancnih
polih in niclah (le te ozna¢imo na enak nacin kot pri fazno minimalnih sistemih)
enaka 0°. Zato se spremenijo tudi vsa pravila, ki izhajajo iz kotnega pogoja.

Slika 1.23 prikazuje DLK za obravnavani fazno neminimalni sistem pri 7' = 1,
T, =0.5.

Slika 1.23: Diagram lege korenov fazno neminimalnega sistema

Zaradi spremenjenega kotnega pogoja pripada dolocen odsek na realni osi dia-
gramu lege korenov v primeru, ¢e je desno od njega sodo Stevilo polov in nicel.

1.4.4 Diagram lege korenov sistema z mrtvim ¢asom

Pri nacrtovanju regulacijskih sistemov imamo pogosto opraviti s procesi oz. nji-
hovimi modeli, ki vsebujejo mrtvi cas. Le ta je posledica t.i. transportne zakas-
nitve, lahko pa nastane tudi v fazi modeliranja, ko z mrtvim ¢asom nadomestimo
nekatere ¢asovne konstante.

Odprtozancna prenosna funkcija takega sistema je
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B
Gls)H(s) = KB s (1.116)
oz. ustrezna karakteristi¢na enacba

A(s) + KB(s)e ™™ =0 (1.117)

Karakteristicna enacba je torej transcendentne oblike. Znano je, da ima taka
enacha neskoncno korenov. V tem primeru nekatera pravila za risanje DLK niso
veC uporabna. Zato so izdelana nekatera druga pravila. Podrobna analiza presega
okvir tega dela, zato si bomo samo priblizno ogledali potek risanja diagrama lege
korenov.

Oglejmo si primer, ki ga prikazuje slika 1.24

R(s) Ke™® C(s)‘
s+1 g

Slika 1.24: Regulacija sistema z mrtvim ¢asom

Sistem ima karakteristi¢no enac¢bo

KefTs

1
+ s+ 1

=0 (1.118)

Ker ima karakteristicna enacba neskonc¢no korenov, ima DLK neskoné¢no vej. Prav
tako je tudi stevilo asimptot neskoncéno. Vse asimptote so vzporedne z realno osjo.

Kot vedno, bomo tudi tokrat izhajali iz kotnega pogoja

]: L]e™* | = 4[s + 1] = £180°(2k + 1) k=0,1,2,... (1.119)

e )= [e M) = —uT [rd] (1.120)
= —57.3T [
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je kot odvisen samo od frekvence (7' je konstanta). Torej je kotni pogoj

—57.3wT — /[s + 1] = £180°(2k + 1) (1.121)
Za k = 0 pa velja
/[s +1] = £180° — 57.3°wT (1.122)

Ker je kotni prispevek e~7* enak ni¢ za w = 0, poteka DLK na realni osi med —1
in —oo (kot ¢e ne bi bilo mrtvega casa).

Ker je

Ke Ts L %(KG_TS)

im = lim = lim (=KTe™ ™) = —x0 1.123
S——00 $+1 S——00 %(S+1) s_>_oo( ) ( )

ima odprtozancna prenosna funkcija pol pri s = —oo. DLK na realni osi izvira iz
tock s = —o0 in s = —1. Zato obstaja razcepisce, ki ga izracunamo iz pogoja

dK

— =0 =o=-2 (priT=1) (1.124)
S _

oy
V razcepiscu je vrednost ojacenja K = 0.1353 (enacba 1.118 pri s = o)

Ostale tocke dolo¢imo s poizkusanjem ob upostevanju pogoja (1.122). To lahko
storimo tako, da iz tocke —1 na negativni realni osi nariSemo linijo pod kotom
180° — 57.3% T', kjer je w izbrana frekvenca (glej sliko 1.25). Presecisce te linije
in horizontalne linije w = w; doloca tocko, ki izpolnjuje kotni pogoj, torej se
nahaja na DLK. S ponavljanjem tega postopka dolo¢imo osnovno vejo DLK, ki
jo prikazuje slika 1.26 pri mrtvem casu 1" = 1.

Ostale veje DLK dobimo tako, da v kotni pogo] (1.121) vstavimo druge vrednosti
k(k=1,2,3,...). Ceje k=1, postane kotni pogoj

/[s + 1] = £540° — 57.3%T (1.125)

Uporabimo enak postopek kot pri doloc¢itvi osnovne veje. DLK z vejami za k =
0,1 1in 2 pri T' =1 prikazuje slika 1.27.
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S/ @ jCOI

180"-57.3'w,T

A -
>»>

-1 (o]

Slika 1.25: Dolocitev tocke na diagramu lege korenov

Slika 1.26: Osnovna veja diagrama lege korenov sistema z mrtvim ¢asom

Ojacenja v izbranih tockah dolo¢imo z upostevanjem pogoja absolutne vrednosti

KefTs
=1 1.126
s+1 ( )
Ker je absolutna vrednost |e=7%| = 719, velja
1
Kol (1.127)

e—TO’
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jo A
T T T T T T T v L e (k=2)
K=0.028 K=14.2 ._]575/“/' o (
_ 5 —
K=6x10 K=8000 K=5.5x10
-

———————————— o t——————— (=)
K=2.26 K=4000 K=3.9x10
- 22,200 E
T T—— K=5500
K=8 K=4.5x10'
-j4n

K=14.2 g=8000

"\,‘\1 B .
K=6x10"  K=0.028 i5m K=5.5x10
2 (k=2)

Slika 1.27: Diagram lege korenov sistema z mrtvim ¢asom

Ceprav ima DLK neskonéno stevilo vej, pa je osnovna veja, ki lezi med —jr in
Jm, najpomembnejsa. Iz slike 1.27 vidimo, da je zaprtozan¢ni sistem na meji
stabilnosti pri K = 2.26, pri ostalih vejah pa pri k = 8,14.2,.... Torej doloca
stabilnost sistema prva veja. Pri dolocenem ojacenju K so koreni na prvi veji

analizi in sintezi obi¢ajno ostale veje zanemarimo.

DLK sistema z mrtvim ¢asom nazorno prikazuje, da mrtvi cas destabilizira sistem.
Odprtozancni sistem 1. reda brez mrtvega casa je namrec v zaprti zanki stabilen
za vsak K. Ce pa takemu sistemu dodamo relativno majhen mrtvi ¢as, pa lahko
postane povratnozané¢ni sistem nestabilen.

Zaradi zelo zahtevne analize sistemov z mrtvim ¢asom v praksi uporabljamo tudi
razne poenostavitve, npr.
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e =1-Ts (1.128)

ali

1
—Ts .
= 1.129
€ Ts+1 ( )

Le-te veljajo za majhne mrtve case. Poenostavitve predvsem temeljijo na razvoju
funkcije e=7* v vrsto. Cim ve¢ élenov pri tem upostevamo, boljsi priblizek dobimo.
Znane so predvsem Pade-jeve aproksimacije.

1.4.5 Konturni diagram lege korenov

Kadar prouc¢ujemo regulacijski sistem pri vecih spreminjajocih parametrih, imenu-
jemo ustrezni DLK konturni DLK. Na primeru bomo prikazali konturni diagram,
ki uposteva spreminjanje dveh parametrov od ni¢ do neskonc¢no. Obravnavani
regulacijski sistem prikazuje slika 1.28.

R(s) K C(s)
s(sta) "

Slika 1.28: Regulacijski sistem

Proucevali bomo lego zaprtozancénih polov pri spreminjanju lege pola a in ojacenja
K. Karakteristicna enacba regulacijskega sistema je

s*+as+ K =0 (1.130)
kar lahko preoblikujemo v izraz

32+K:1+(s—j\/?)(s+j\/?):0 sy

1+

S tem smo dobili a kot multiplikativni faktor. Konturni diagram dobimo tako, da
za razlicna ojacenja K narisemo DLK, ki pripada karakteristi¢ni enacbi (1.131).
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Za vsak K torej DLK zac¢ne v konjugirano kompleksnih polih +j5v/ K in konca v
niclah 0 in —co. Razcepisce na realni osi je v tocki s = —VK.

Slika 1.29 prikazuje DLK za vrednost K = 4, slika 1.30 pa prikazuje konturni
diagram lege korenov, za vrednosti K =1, 4, 9 in 16.

Slika 1.29: Diagram lege korenov za K =4
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Slika 1.30: Konturni diagram lege korenov
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2.

Analiza regulacijskih sistemov v
frekvenénem prostoru

Regulacijske sisteme lahko vcasih uc¢inkovito obravnavamo v frekvenénem pros-
toru s pomocjo njihovih frekven¢nih karakteristik. Frekvencna karakteristika je
lastnost sistema, ki pove, kako se sistem v ustaljenem stanju odziva na sinusni
vhodni signal. Posnamemo jo tako, da preko dolo¢enega podrocja spreminjamo
frekvenco sinusnega signala na vhodu in merimo ustrezen izhodni signal v ustal-
jenem stanju. V frekvenc¢nem prostoru bomo obravnavali le linearne sisteme.

Zaradi stevilnih dobro izdelanih metod se frekvencni pristop pogosto uporablja
tako pri analizi kakor tudi pri nacrtovanju regulacijskih sistemov. Predvsem ga
ucinkovito uporabljamo pri analizi absolutne in relativne stabilnosti. Pri tem je
potrebno poznati le frekvencno karakteristiko odprtozancnega sistema (prenosne
funkcije), iz katere sklepamo na stabilnost zaprtozancnega sistema. Torej za
dolocitev stabilnosti ne potrebujemo zaprtozancnih polov oz. korenov karakteri-
sticne enacbe. To je ena prednost frekvencne analize. Druga prednost pa je v tem,
da je mozno enostavno in poceni eksperimentalno dolociti frekven¢no karakter-
istiko, saj potrebujemo le sinusni signalni generator in ustrezno merilno opremo
za merjenje (snemanje) izhodnega signala. S pomocjo frekvencéne karakteristike
sistema pridemo lahko do prenosne funkcije, ki jo nato s pridom uporabimo v
nacrtovalnem postopku. Tretja prednost frekvencéne obravnave pa je v tem, da je
na ta nacin mozno dokaj enostavno obravnavati sisteme z mrtvim ¢asom. Taki
sistemi povzrocajo pri obravnavi v ¢asovnem prostoru velike tezave. Prav tako
je v frekvenénem prostoru mozno ucinkovito obravnavati regulacijske sisteme v
prisotnosti motenj kakor tudi nelinearne sisteme.
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2.1 Frekvencna karakteristika dinamicnega sis-
tema

Analizirajmo ¢asovno nespremenljivi, stabilni, linearni sistem, ki ga prikazuje
slika 2.1 pri sinusnem vhodnem signalu.

x(t) G(s) »(®)
X(s) Y(s)

Slika 2.1: Casovno nespremenljivi, stabilni, linearni sistem
x(t) = X sin(wt) (2.1)
Zapisimo prenosno funkcijo G(s) v obliko

B(s) _ B(s)
A(s)  (s+s1)(s+s2)...(s+ sp)

Torej je Laplace-ova transformacija izhodnega signala

B(s)X(s)
(s+s1)(s+82)...(s+ sn)

Y(s) =G(s)X(s) = (2.3)

pri ¢emer je X(s) Laplace-ova transformacija vhodnega signala. Dejstvo, da
dolocitev odziva s pomocjo prenosne funkcije uposteva nic¢elne zacetne pogoje, ni
v tem primeru nobena omejitev, saj nas zanimajo le razmere v ustaljenem stanju,
na te pa zacetni pogoji ne vplivajo.

Ce Y (s) ne vsebuje veckratnih polov, potem enacbo (2.3) zapisemo v obliki par-
cialnih ulomkov

Y(s) = G(S)X(S)ZG(S)SQZ)ZQ: (2.4)
_a i b by b

s+jw s—jw Ss+8  Ss+s s+,
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pri ¢cemer so a, a, by, ba, . ..b, ustrezne konstante. Z inverzno Laplace-ovo trans-
formacijo enacbe (2.4) dobimo odziv

y(t) = ae 7 +ae 7 4 e e L bt 1> 0 (2.5)

Ker imajo pri stabilnem sistemu poli —s;, —ss, ..., —s, negativne realne dele,
gredo v enachbi (2.5) vsi ¢leni razen prvih dveh proti ni¢ (za ¢ — o00). Enak
zakljucek velja tudi v primeru veckratnih polov. Ce je v tocki s = —s; pol reda
m;, dobimo v resitvi sumande

thie=sit hj=0,1,2,...m; — 1 (2.6)

ki gredo v primeru stabilnih sistemov prav tako proti ni¢ (za t — o). Torej je v
vsakem primeru resitev v ustaljenem stanju

Yss(t) = ae™ %" + qel*! (2.7)

a in @ dolo¢imo z metodo nedolocenih koeficientov z upostevanjem enacbe (2.4)

0« = G(s)sgfiﬂ(s 4 jw) / - —XG;;]'”) (2.8)
7= Gl (s ) / - —XC;(jj“’)
Kompleksno vrednost G(jw) lahko zapisemo v obliki
G(jw) = |G(jw)|e! ™) (2.9)

kjer je |G(jw)| absolutna vrednost, ®(w) pa fazni kot, podan z enacbo

imaginarni del G(jw)

d(w) = £[G(jw)] = arctan realni del G(jw)

(2.10)
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Ob upostevanju, da je absolutna vrednost soda, fazni kot pa liha funkcija

G(—jw) = |G(= ) = |G(jw)le~) (2.11)
se enacba (2.7) glasi

itk ®) _ =it )
= X|G(jw)|sin(wt + &) =
= Ysin(wt + ?)

Vidimo, da ima stabilni, ¢asovno nespremenljivi linearni sistem pri sinusnem
vhodnem signalu izhodni signal iste frekvence. Amplituda izhodnega signala je
Y = X|G(jw)|, fazna premaknitev glede na vhodni signal pa je doloc¢ena s kotom
P(w) = L[G(jw)]. Ker G(jw) (enacba (2.9)) povsem doloca odziv sistema pri
sinusnem vzbujanju, ga imenujemo frekvencéna karakteristika sistema. Le-to do-
bimo tako, da v prenosno funkcijo G(s) namesto s vstavimo jw. Primer vhodnega
in izhodnega signala (v ustaljenem stanju) prikazuje slika 2.2.

Vhod x(2)=X sin ot

X

/

\/

@ Izhod y(1)=Y sin(wt+®)

Slika 2.2: Vhodni in izhodni signal
Torej veljata za absolutno vrednost in fazni kot enacbi
Y  amplituda izhodnega signala

S o 2.13
GGw)l X amplituda vhodnega signala ( )

/|G(jw)] = @&(w) = fazna premaknitev izhodnega signala glede na vhodni signal
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Ce je fazni kot pozitiven, ima sistem t.i. prehitevalni karakter (phase lead), e
pa je le ta negativen, pa zakasnilni karakter (phase lag).

Primer 2.1 Sistem 1. reda ima prenosno funkcijo

K
G(s) = 2.14
(8) =71 (2.14)
Zato je frekvencna karakteristika
K
G(jw) = 2.15
() = 755 (2.15)
0Z.
K
G(jy = — 2.16
|G(jw)] e (2.16)
P(w) = —arctan(wT) (2.17)

kar pomeni, da je pri vhodnem signalu z(t) = X sin(wt) izhodni signal v ustal-
jenem stanju

(1) = XK
Yss\l) = 11122

sin(wt — arctan(wT')) (2.18)
Opazimo, da je absolutna vrednost frekvencéne karakteristike pri majhnih frekven-

cah priblizno K, pri visokih pa 0, fazno zaostajanje pa je pri nizkih frekvencah
0%, pri visokih pa 90°. Frekvenéno karakteristiko prikazuje slika 2.3. 0

Dolocitev frekvencne karakteristike iz lege polov in nicel v s ravnini

Frekvencéno karakteristiko lahko dolo¢imo graficno s pomocjo lege polov in nicel
prenosne funkcije v s ravnini. Za primer vzemimo sistem z eno realno niclo, z
enim realnim polom in s polom v koordinatnem izhodiscu

 K(s+2)
G(s) = ot (2.19)
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(2.20)
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20

G(jo) |
K

—90

Slika 2.3: Frekvencna karakteristika sistema 1. reda

Lego polov in nicle prikazuje slika 2.4.

Frekvencéna karakteristika sistema v tocki w se glasi
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Slika 2.4: Dolocitev frekvencne karakteristike s pomocjo lege polov in nicel

Ker so jw + z, jw in jw + p kompleksorji z dolzinami AP, OP in BP s koti @,
O, in Oy, je absolutna vrednost frekvenéne karakteristike

Kljw+z|  KAP

G(jw)| = Jolljot ]~ OPBP (2.21)
fazni kot pa
LG(jw)] = Ljw+ 2] — Ljw] — L[jw + p] = arctang —90° — arctan(; =
= P60, 06, (2.22)

Frekvencno karakteristiko dobimo z izbiro razli¢nih tock na jw osi (0 < w < 00).
Za predstavitev frekvencne karakteristike se obi¢ajno uporabljajo trije frekvencni
diagrami:

e Bodejev diagram,

e polarni diagram in

e Nicholsov diagram
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2.2 Bodejev diagram

Bodejev diagram predstavlja frekvencno karakteristiko sistema (prenosne funkcije)
z dvema diagramoma. V prvem diagramu je na ordinatni osi logaritem absolutne
vrednosti, v drugem pa fazni kot. V obeh diagramih je na abscisni osi frekvenca
v logaritemskem merilu. Logaritem absolutne vrednosti izrazamo v decibelih [dB]
in jo dolo¢imo z izrazom

L(w) [dB] = 201log, |G(jw)] (2.23)

Fazni kot pa podaja izraz

d(w) = /[G(jw)] = arctan (2.24)

Bistvena prednost logaritmicnega merila je v tem, da se produkti znotraj faktori-
ziranega zapisa prenosne funkcije |G (jw)| spremenijo v vsoto. Vsak tak sumand
se nato predstavi s t.i. asimptotskim potekom, ki doloc¢a absolutno vrednost za
zelo nizke in za zelo visoke frekvence. Tudi fazno karakteristiko dolo¢imo tako,
da dolo¢imo fazne poteke posameznih komponent in nato le te sestejemo.

Pri analizi in nacrtovanju s pomocjo Bodejevega diagrama bomo obicajno risali
diagram odprtozanéne prenosne funkcije G(s)H(s) in iz te frekvenéne karakteris-
tike sklepali na lastnost povratnozancnega regulacijskega sistema.

2.2.1 Bodejevi diagrami osnovnih ¢lenov

Ker dobimo Bodejev diagram prenosne funkcije z vsoto prispevkov posameznih
¢lenov, si oglejmo diagrame karakteristicnih ¢lenov, ki nastopajo v frekvencni
karakteristiki G(jw)H (jw) odprtozanéne prenosne funkcije. Ti éleni so:

1. ojacenje K
2. integrirni ali diferencirni ¢len (jw)!

3. ¢len 1. reda (1 + jwT)*!
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4. ¢len 2. reda [1 + QCZ% + (L)

Bodejev diagram konstante K

Logaritem absolutne vrednosti podaja izraz

L(w) =20log K (2.25)

in je torej pozitiven za K > 1 in negativen za K < 1. Fazni kot je enak nic

B(w) =0 (2.26)

Ustrezni Bodejev diagram prikazuje slika 2.5.

Bodejev diagram integrirnega in diferencirnega ¢lena

Logaritem absolutne vrednosti integrirnega clena G(jw) = ]% podaja izraz

1
L(w) = 201log ,’: —20logw (2.27)
Jw
fazni kot pa je
I ' -1
?(w) = arctan m = arctan T“’ = —90° (2.28)

Pri risanju Bodejevih diagramov uporabljamo v zvezi s frekvenénim podrocjem
izraza dekada in oktava. Dekada je frekvenéno podrocje med w in 10w, oktava pa
med w in 2w. Logaritem absolutne vrednosti (enacba (2.27)) poteka po premici,
ki ima zaradi veljavnosti enacbe

10
—20log(w) — (—20log(10w)) = —20log —~ = —20 dB (2.29)
w
naklon -20dB/dek, kar pomeni, da je pri 10x vecji frekvenci logaritem absolutne
vrednosti za 20dB manjsi. Ce se izrazamo z oktavami, pa je naklon -6dB/okt.
Ker velja 20log 1=0dB, ima L(w) torej vrednost 0dB pri w = 1rd s~
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Slika 2.5: Bodejev diagram konstante

Diferencirni ¢len ima logaritem absolutne vrednosti

(2.30)

201log |jw| = 20logw

L(w)

in fazni kot

(2.31)

= 90°

b(w)

Bodejeva diagrama integrirnega in diferencirnega clena prikazuje slika 2.6

)™, potem velja

1
Jw

Ce frekvencna karakteristika vsebuje clen (-

(2.32)

—20nlogw
—n90°
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(2.33)
(2.34)

potem je loga-

101

b)
1

T+jwT?

100

b) diferencirni ¢len
—20log\/1 + (wT')?

20n logw

1

14+ juT

L(w)
(w) = n90"

10!

20log

a)

Slika 2.6: Bodejev diagram a) integrirni clen
L(w)

100

Za ¢len (jw)™ pa je Bodejev diagram dolocen z enachama
Ce frekvencno karakteristiko opisuje ¢len 1. reda G(jw)

Bodejev diagram clena 1. reda
ritem absolutne vrednosti
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Za risanje si pomagamo z asimptotskim potekom. Za nizke frekvence w < % velja

L(w) = —20logl1 =0 dB (2.35)

Za visoke frekvence w > % pa velja

L(w) = —20logwT (2.36)

Nizkofrekvencna asimptota je torej dolo¢ena z linijo 0dB, visokofrekvenc¢na asim-
ptota pa je ravna ¢rta z naklonom -20dB/dek. Pri frekvenci w = % ima vrednost
0dB, pri frekvenci 1T—0 pa -20dB. Obe asimptoti se torej sekata pri frekvenci w = %

To frekvenco imenujemo lomna frekvenca.

Prvi priblizek logaritma absolutne vrednosti je tako podan kar z obema asim-
ptotama. Za natancnejso karakteristiko pa obicajno dolo¢imo tocko, skozi katero
1

poteka L(w) pri lomni frekvenci w = %

L(w) = —20log I+ 1 = —10log 2 = —3.01 dB (2.37)

Torej je pri frekvenci w = % napaka asimptotskega poteka -3.01dB. Napaka pri
frekvencah, ki sta za eno oktavo nizji in visji od lomne frekvence (w = %, w = %)
pa sta -0.97 dB. Diagram napake asimptotskega poteka prikazuje slika 2.7.

Fazni kot ¢lena 1. reda pa doloca enacba

Im [G(jw)]
P(w) = arctan ———"—= = —arctan w7’ (2.38)
Re [G(jw)]
in ga nariSemo s pomocjo razpredelnice
1 1 1 2 10
w 07 2T T T T

B(w) | —5.7° —26.6° —450 —63.40 —84.3°

Véasih tudi fazni kot riSemo s pomocjo asimptotskega poteka. Sestavimo ga iz

nizkofrekvenéne asimptote 0° za w < 157, iz srednjefrekvencne asimptote, ki gre
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Lomna frekvenca

ONapaka [dB]
e e e b
B O
—1.5—————————3 ———————————
72 77777777 T‘ [ —
25 4: —
I A A O
35— B
. l
1 1
10T 5
®
Slika 2.7: Diagram napake asimptotskega poteka ¢lena 1. reda
skozi tocko —45° pri w = % in povezuje nizkofrekvencéno in visokofrekvencno
asimptoto ter iz visokofrekvenéne asimptote —90° za w > 1T—0. Za tocnejso

dolocitev poteka nato upostevamo, da je napaka asimptotskega poteka pri w = %
enaka 0, pri w = 157 je —5.7° in pri w = ¥ je 5.7°. Bodejev diagram ¢lena 1.

reda (asimptotski potek in natancen potek) prikazuje slika 2.8.

Za clen G(jw) = 1 + jwT pa velja

L(w) = 20log|l + jwT| = 20log /1 + (wT')? (2.39)
Im [G(jw)]

W = arctan w7’ (2.40)

P(w) = arctan

Torej se izraza (2.39) in (2.40) loc¢ita od izrazov (2.34) in (2.38) le po predznaku.
Bodejev diagram clena 1 4 jwT' prikazuje slika 2.9.
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Slika 2.8: Bodejev diagram ¢lena 1. reda G(jw)
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Slika 2.9: Bodejev diagram ¢lena G(jw) = 1 + jwT
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Bodejev diagram clena 2.reda
Frekvencna karakteristika regulacijskega sistema pogosto vsebuje clen 2. reda

1

GO = T ey G2y

(2.41)

Konstanto ¢ smo imenovali dusilni koeficient, w,, pa lastno frekvenco. Ce je ¢ > 1,
razdelimo izraz (2.41) v dva ¢lena 1. reda, ¢e pa je ¢ < 1, pa uporabimo postopek,
ki ga bomo opisali. Logaritem absolutne vrednosti podaja enacba

1
L(w) = 20log — —|= (2.42)
1+ QC(JE)JF(J;)Q
2\ 2 2
— 20 log\l (1 - “)2) +(2g°")
w? Wn,
Nizkofrekvencno asimptoto dobimo za w < w,. V tem primeru velja
L(w) = —20log1 =0 dB (2.43)
Visokofrekvencno asimptoto pa dobimo z upostevanjem w > w,
90108 log — 44
L(w) = —20 ogw—% = —40 ogw—n (2.44)

Nizkofrekvencna asimptota je torej linija 0dB, visokofrekvenc¢na asimptota pa gre
skozi tocko L(w) = 0 dB pri w = w,, (lomna frekvenca) in ima naklon -40dB/dek.

Asimptotski potek pa relativno slabo dolo¢a natanc¢en potek v blizini frekvence
w = wy. V blizini te tocke ima frekvencna karakteristika pri resonancéni frekvenci
w,. resonancéni vrh M,.. Medtem, ko asimptotski potek ni odvisen od dusilnega ko-
eficienta (, sta velikost resonancne frekvence w, in resonanénega vrha M, odvisna
od (. Natancen in asimptotski potek pri dusilnem koeficientu ¢ = 0.3 prikazuje
slika 2.10.
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w, in M, dolo¢imo tako, da poiséemo minimum funkcije, ki predstavlja argument
izraza v enachi (2.42)

2\ 2 2
w w
Flw) = (1—2) +<2§) (2.45)
w? W,
L(®)[dB]
Lo e e e e R R A o R e
4.847 1 N 1 I R R
| L 7 TN\ MJdB] S T
© | | R EAN ﬁ? N
| | S ~\ | Natancenpotek | | | |
*“O*”*””*1*””1*”1”*1”1”1”1*”1”’*”\1\””*1””1”1*”1*1”1”1*
) NG
TC) I S ) S S [ N S
. L L 00| Asimptotskipotek | N 1L
0.1 ®,0, 10w
®,=0.9060 o

Slika 2.10: Logaritem absolutne vrednosti ¢lena 2. reda (¢ = 0.3)

Ce enacbo (2.45) odvajamo na w in odvod izena¢imo z ni¢, dobimo resonanéno
frekvenco

Wy =wp/1—2¢2 (0< ¢ <0.707) (2.46)

Ce se ( priblizuje ni¢, se resonan¢na frekvenca w, priblizuje lastni frekvenci wy,.
Za dusilni koeficient (0 < ¢ < 0.707) je resonan¢na frekvenca w, manjsa od lastne
frekvence w, in tudi manjsa od frekvence dusenega nihanja wy = w,v/1 — (2. Pri
dusilnem koeficientu ¢ > 0.707 resonancni vrh ne nastopi. Odvisnost #* od
dusilnega koeficienta ( prikazuje slika 2.11. !

Z upostevanjem resonancne frekvence (2.46) izracunamo resonanc¢ni vrh s pomocjo
enacbe (2.42)

My = 1G(0)mor = G lir)| = 5= (2.47)
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Silnega koeficienta (

Wn,

Slika 2.11: Odvisnost ¥z od du

ali v dB

(2.48)

2¢

L(W)maz = L(w,) = 201log

M, [dB]

Obe enachi veljata za ¢ < 0.707. Za ¢ > 0.707 je M, = 1. Slika 2.12 prikazuje

odvisnost M,.[dB] od dusilnega koeficienta.

od dusilnega koeficienta ¢

}

0 resonanc¢na frekvenca lastna frekvenca, M, pa

Slika 2.12: Odvisnost M,.[dB

= OQ.

G(jw)]

je

I

postane neskoncen. Ce torej sistem vzbujamo z lastno frekvenco

Vidimo, da postane pri ¢
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Fazni kot ¢lena 2. reda doloca izraz

Im [G(jw)]
Re [G(jw)]

(w) = arctan = — arctan [1%:;)2] (2.49)

Fazni kot je odvisen od ¢ in w,. Priw < w, je #(w) = 0° pri lomni frekvenci
w = wy, pa je

2
P =— arctan(og)— — arctan oo = —90° (2.50)

Pri w > w, je fazni kot & = —180°. Kot dolotimo z upostevanjem enacbe (2.49)
tako, da spremljamo potek imaginarne in realne komponente, ko gre w — oo.
Tudi v tem primeru si lahko pomagamo z asimptotskim potekom. Pri ¢ > 0.5
je smiselno sestaviti asimptotski potek iz nizkofrekvenéne asimptote 0°, vi-
sokofrekvenéne asimptote —180° in iz srednjefrekvencne asimptote, ki poteka
skozi tocko —90° pri w = w, ter se dotika nizkofrekvenéne asimptote pri w = 0.1w,
in visokofrekvencne asimptote pri w = 10w,. Pri ¢ < 0.5 pa je smiselno namesto
tock 0.1w, in 10w, uporabiti tocki 0.5w,, in 2w,.

Bodejeve diagrame ¢lenov 2. reda za razlicne dusSilne koeficiente prikazuje
slika 2.13.

Bodejev diagram c¢lena 2. reda nariSemo tako, da najprej dolo¢imo lastno
frekvenco w, in dusilni koeficient (, nakar uporabimo diagrame, ki jih prikazuje
slika 2.13.

Bodejev diagram clena s frekvenéno karakteristiko

G(jw) = 1+2C(j:}>+(j:j>2 (2.51)

n n

dobimo tako, da za prej obravnavani primer upostevamo obratni predznak tako
logaritma absolutne vrednosti kot faznega kota.

Primer 2.2 Doloc¢imo Bodejev diagram za sistem s prenosno funkcijo
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L(w)[dB]

A i A e e R

20

100

Slika 2.13: Bodejevi diagrami ¢lenov 2.reda

(2.52)

Frekvencéno karakteristiko prenosne funkcije dobimo, ¢e s zamenjamo z jw

(2.53)

10(jw + 3)
jw(jw +2)((jw)? + jw +2)
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Nato modificiramo zapis (2.53) v obliko, kjer imajo vsi ¢leni ojacenje 1 (tako da
je njihova nizkofrekvencna asimptota 0dB), saj dobimo tako osnovne ¢lene, ki
smo jih obravnavali

‘ 7.5(1+7%)
G(]W) = w i (Gw)? (2'54)
Jw(l+75)(1+ 5% +55)

Vse clene, ki sestavljajo frekvenéno karakteristiko, smo lo¢eno obravnavali

1. ¢len 7.5

2. ¢len -
jw

3. clen 1+ j%

1

4. Clen m

1

5. Clen T G2
4y + 5=

Iz zapisov posameznih ¢lenov doloc¢imo lomne frekvence za tretji, cetrti in peti
élen: w =3, w =2, w = w, = V2. Iz zapisa za peti ¢len dobimo tudi dusilni
koeficient ¢ = iwn = 0.3536.

Nato nariSemo asimptoti¢ne poteke posameznih clenov. Pri seStevanju se nakloni
akumulirajo. Tako je naklon za frekvence manjse od v/2 -20dB/dek, pri w = /2
se poveca na -60dB/dek, pri w = 2 se poveca na -80dB/dek, pri w = 3 pa zacne
ucinkovati ¢len 1+ j% in naklon se zmanjsa na -60dB/dek. Za tocnejse risanje
lahko upostevamo korekcije glede na asimptotski potek (3dB v lomnih frekvencah,
1dB v frekvencah levo ali desno za eno oktavo za cClene 1. reda, za kvadraticni
¢len pa uporabimo diagram 2.13).

Tako kot logaritem absolutne vrednosti frekvencnega poteka dobimo tudi fazni
potek s sestevanjem posameznih prispevkov.

Bodejev diagram prikazuje slika 2.14.
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Slika 2.14: Bodejev diagram

i

In

nima

fazno nemi

n

i

In

1mnima

2.2.2 Znacilnosti fazno m

sistemov

Za fazno minimalne sisteme je znacilno, da lahko fazni diagram dolo¢imo iz dia-

grama absolutne vrednosti frekvencne karakteristike. To velja v primeru:

tem vse pole in nicle v levi polravnini in

e Ce ima sis

casa.

funkcija nima mrtvega

® (e prenosna
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Za fazno minimalne sisteme je znacilno, da je fazni kot pri w = oo enak

& =—-90°(n —m) (2.55)

pri cemer je n red imenovalca in m red Stevca prenosne funkcije. To za sisteme
z neminimalno fazo ne velja. Pa¢ pa za obe vrsti sistemov velja, da je naklon
logaritma absolutne vrednosti pri visokih frekvencah enak

—20(n — m) [dB/dek] (2.56)

Oglejmo si primerjavo dveh sistemov, od katerih ima prvi minimalno, drugi pa
neminimalno fazo.

, 14 jwT
Gi(jw) = % T (2.57)
, 1 — 0T

Lego polov in nicel obeh sistemov prikazuje slika 2.15
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j (DA j (DA
—O0—X—— > —X—FO0—>
| i ° 1 1 O
T T, T, T
_I+Ts _ 1T

Slika 2.15: Lega polov in nicel sistemov z minimalno in neminimalno fazo

Medtem ko imata oba sistema enako karakteristiko L(w), pa se fazni karakteristiki
razlikujeta:

¢1(w) = arctanwT — arctan w7} (2.58)

Py(w) = arctan(—wT') — arctanwT) = — arctanwT' — arctanwT} (2.59)

Fazni karakteristiki obeh sistemov pri 7' = 0.5 in T} = 1 prikazuje slika 2.16.

O(w)

50 -

—50

—100

—150

—200 - -

—250 -

— 300 . R R . L . Ly
101 100 101 102

Slika 2.16: Fazni karakteristiki sistemov z minimalno (®;(w)) in neminimalno

fazo (@5 (w))

Tudi sistemi z mrtvim ¢asom spadajo med sisteme z neminimalno fazo. Mrtvi
¢as imajo ¢esto termicni, hidravli¢ni in pnevmatski sistemi. Za primer si oglejmo
sistem s frekvencéno karakteristiko
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G . e_jWTnL 2 60
U) = 15707 (2.60)
Bodejev diagram je doloc¢en z enachbama
L(w) = 20log|G(jw)| = 20logle "™ |+201log 1‘:
14 jwT
1
= 04+ 20log|———— 2.61
+ablog 14 ij’ ( )
; 1
d(w) = /e ?¥Tm]4s [HJWT}: —wT,, — arctan wT

Mrtvi ¢as torej ne vpliva na absolutno vrednost, vpliva pa na fazni kot. Prispeva
frekvenci proporcionalen negativni fazni zasuk.

Bodejev diagram za T, = 0.5 in T = 1 prikazuje slika 2.17.

2.2.3 Dolocitev prenosne funkcije iz Bodejevega diagrama

Bodejev diagram nekega linearnega, casovno nespremenljivega sistema lahko
dokaj enostavno dolo¢imo eksperimentalno, tako da sistem vzbujamo s sinusnim
signalom in merimo amplitudo in fazo izhodnega signala v ustaljenem stanju. Ce
te meritve ponovimo pri razliénih frekvencah, lahko narisemo L(w) in ®(w).

S pomocjo eksperimentalno dobljenega Bodejevega diagrama pa lahko dokaj eno-
stavno pridemo do prenosne funkcije sistema. Postopek je znan kot identifikacija.
Pri tem uporabimo naslednja pravila:

1. Dolocimo vrsto sistema s pomocjo naklona L(w) pri nizkih frekvencah. Ce je
sistem 0. vrste, ima naklon 0dB/dek, ¢e je 1. vrste ima naklon -20dB/dek,
ce je 2. vrste -40dB/dek, ...

2. Ce se naklon karakteristike L(w) spremeni, pomeni, da ima v tisti tocki nek
¢len lomno frekvenco. Ce se naklon spremeni pri frekvenci % za -20dB/dek,

imamo clen ﬁ, ¢e pa se naklon spremeni za +20dB/dek, imamo ¢len
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Slika 2.17: Bodejev diagram sistema z mrtvim ¢asom

T's + 1. Sprememba naklona za +40dB pa pomeni, da je prisoten clen 2.

reda. V tem primeru je potrebno dolociti, ali gre za ¢len z dvojnim realnim

korenom (¢ > 1) ali za ¢len s konjugirano kompleksnim parom korenov
(¢ < 1). Za tocno dolocitev je obicajno potrebno narediti dodatne meritve
v okolici frekvence, kjer se naklon spremeni za £40dB (s tem dolo¢imo ¢ in

wy pri ¢ < 1).

¢imo ojacenje,

3. Iz znanih ¢lenov napiSemo prenosno funkcijo in konéno dolo

tako da zadovoljimo neko pomembnejSo testno tocko.

Primer 2.3 Iz eksperimentalno dobljenega Bodejevega diagrama, ki ga prikazuje
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slika 2.18, dolo¢imo prenosno funkcijo.

A
Lw)ldB] 0dB/dek
X X A X X
-20dB/dek
20dB/dek/” |
20dB/dek |
| | |
X 0dB/dek
o ¢ | o\
I | | | |
~40dB/dek
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | | >
2 4 8 24 36 ®

Slika 2.18: Logaritem absolutne vrednosti za dolocitev prenosne funkcije

Skozi merjene tocke potegnemo asimptotski diagram logaritma absolutne vred-
nosti. Dolo¢imo naklone. Zaradi naklona -20dB/dek pri nizkih frekvencah je
sistem 1. vrste. Nato dolo¢imo lomne frekvence: 2, 4, 8, 24, 36. Z upostevanjem
tocke 2 napiSemo prenosno funkcijo

(3s+1)(35+1)

G(s) =K (2.62)
s(gs+ 1) (555 + 1) (558 + 1)
K doloc¢imo iz nizkofrekvencnega dela karakteristike. Ker velja pri w = 2
. K
L(w) = 20log / =20dB (2.63)
w
w=2
je ojacenje K
K =20 (2.64)
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Obravnavani postopek se precej zakomplicira, ¢e sistem nima minimalne faze (poli
ali ni¢le v desni polravnini, mrtvi ¢as). Za tak sistem je znacilno, da karakteristiki
absolutne vrednosti ne pripada enoumno doloé¢ljiva fazna karakteristika. Ali je
sistem minimalno fazen ali ne, lahko dolo¢imo na naslednji nacin: primerjamo
iz meritev dobljeno fazno karakteristiko s fazno karakteristiko, ki jo dolocimo iz
eksperimentalno dobljene prenosne funkcije. Ce se kolikor toliko ujemata, ima
sistem minimalno fazo.

2.2.4 Dolocitev konstant pogreskov iz Bodejevega dia-
grama

Omenili smo, da je iz karakteristike L(w) mozno enostavno dolo¢iti vrsto sistema.
Ce imamo pri tem opravka z odprtozanéno prenosno funkcijo regulacijskega sis-
tema G(s)H(s), je za dolo¢eno vrsto sistema pomembna in konéna le ena kon-
stanta pogreska. S pomocjo konstant pogreska ovrednotimo pogresek v ustal-
jenem stanju pri doloc¢enem referen¢nem signalu.

Konstante pogreska ovrednotimo iz diagrama L(w) z analizo pri nizkih frekvencah.
Slika 2.19 prikazuje L(w) za sistem nicte vrste.

A
L(w)

-20dB/dek
20log K, | -

-40dB/dek

S

0 Y>

Slika 2.19: Logaritem absolutne vrednosti pri sistemu nic¢te vrste

Ker je konstanta pozicijskega pogreska

K, = lim G(jw)H(ju) (2.65)
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jo dolo¢imo iz nizkofrekvencne asimptote 20 log K.

Slika 2.20 prikazuje L(w) za sistem 1. vrste. Za nizke frekvence velja

A
L(®)
-20dB/dek
~
—~
e ~
~_ 05K _
0 o
-40dB/dek
/

Slika 2.20: Logaritem absolutne vrednosti pri sistemu prve vrste

K
Jw

G(jw)H(jw) = — (2.66)

pri cemer je K, konstanta hitrostnega pogreska.

Ce podaljsamo potek pri nizkih frekvencah, je presecisée z linijo 0 dB doloceno z
enacho

K,

Jw

201log

=0 (2.67)

1z Cesar sledi
K, = w, (2.68)

Frekvenca presecisca predstavlja kar konstanto hitrostnega pogreska.

Slika 2.21 prikazuje sistem 2. vrste, za katerega je karakteristicna konstanta
pospeskovnega pogreska K,

Frekvencna karakteristika takega sistema je za nizke frekvence podana z izrazom
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L(o)]

-40dB/dek
/

- -20dB/dek
K, @

»
»>

N
a)(I:

Slika 2.21: Logaritem absolutne vrednosti sistema 2. vrste

(2.69)

Ce podaljsamo potek pri nizkih frekvencah, je presecisée z linijo 0 dB doloceno z
enacho

K,

201og (o)

=0 (2.70)

W=Wwq,

iz Cesar sledi

K, =uw? (2.71)

a

Torej je konstanta pospeskovnega pogreska podana s kvadratom frekvence, ki jo
doloca presecisce.

2.3 Polarni diagram

Polarni diagram predstavlja frekvenéno karakteristiko G(jw) v kompleksni ravnini.
Vsaka tocka je podana s polarnim zapisom kompleksorja G(jw) = |G(jw) |ejZ[G(j“’)]
pri doloceni frekvenci. Ce se le ta spreminja od 0 do oo, zarise kompleksor po-
larni diagram. Pozitivni fazni kot je definiran kot kot od pozitivne realne osi proti
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dolocenemu kompleksorju v obratni smeri urinega kazalca. Primer polarnega dia-
grama prikazuje slika 2.22.

) _
Re[G(jo)] GG
o, / [G(o)]
‘a:w R:
®,
Im[G(jm)]
\
G(jo)
0}
W,
J®=0

Slika 2.22: Polarni diagram

Dolocitev polarnega diagrama je nekoliko zahtevnejsi postopek kot npr. racunanje
Bodejevega diagrama, saj absolutne vrednosti v tem primeru ne moremo dobiti s
sestevanjem prispevkov posameznih gradnikov. Zato se véasih posredno uporablja
Bodejev diagram tudi za doloc¢itev polarnega diagrama. Obic¢ajno pa dandanes
dolocamo tako polarni diagram kot tudi druge oblike frekvencne karakteristike z
ustreznimi racunalniskimi paketi.

2.3.1 Polarni diagrami osnovnih ¢lenov

Podobno kot pri Bodejevem diagramu si bomo tudi tu ogledali diagrame nasled-
njih osnovnih ¢lenov: integrirni oz. diferencirni ¢len, clen 1. reda in clen 2.
reda.

Polarni diagram integrirnega in diferencirnega clena

Polarni diagram frekvencne karakteristike G(jw) = ]% je negativna imaginarna
o0s, saj velja
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T 1 g
Gjw) = — = =79 (2.72)

Polarni diagram G(jw) = jw pa je pozitivna imaginarna os. Slika 2.23 prikazuje
omenjena diagrama.

Im Im \

a) b)

Slika 2.23: Polarna diagrama a) integrirni ¢len
b) diferencirni ¢len

Polarni diagram clena 1. reda

1

Polarni diagram sistema, katerega frekvenéna karakteristika je G(jw) = T

podaja enacba

G jw _ 7€j(7arctaan) (273)
() 1+ (WT)?

Dolo¢imo nekaj karakteristi¢nih tock. Pri w = 0, w = & in w = oo je vrednost

frekvencéne karakteristike

1
T

lim G(jw) = 1677 (2.74)
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1 L
G<]T) = Eej( 450) (275)
lim G(jw) = 0e/) (2.76)

Polarni diagram sistema 1. reda prikazuje slika 2.24.

A
Im
_ 1
1+o’T
w= oo\ .1 -
0 . P <
216G Re
ol
1+’
o narasc¢a
; ol=1
G4

Slika 2.24: Polarni diagram clena wﬁ

Enostavno se da dokazati, da polarni diagram poteka po krogu, ki ima sredisce

na realni osi v tocki % in ima polmer %

Polarni diagram ¢lena G(jw) = 1+ jwT je povsem drugacen od prejsnjega ¢lena.
Prikazuje ga slika 2.25.
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Im

o

0 1

Slika 2.25: Polarni diagram ¢lena 1 + jwT

Polarni diagram c¢lena drugega reda

Polarni diagram sistema s frekvencéno karakteristiko

) 1
G(jw) = — — (2.77)
1+20(j2)+ ()
ima karakteristicni tocki pri w =0 in w = oo
lir% Gjw) = 16 (2.78)
lim G(jw) = 0e/C10 (2.79)
Torej zacne polarni diagram v tocki 1672 in koncuje v tocki 0e7(-189") " Zato pred-

stavlja negativna realna os tangento na polarni diagram pri w — oo. Slika 2.26
prikazuje druzino polarnih diagramov za razlicne dusilne koeficiente pri w,, = 1.

Oblika polarnega diagrama zavisi od dusSilnega koeficienta (. Ker je vrednost
frekvencne karakteristike pri lastni frekvenci w = w,

Gljw) = ];C _ 21C€_j900 (2.80)
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POLARNI DIAGRAM

0.5

—-0.5

A\

Re

—2.5

1
12¢ (2 )+ (=)’

Slika 2.26: Polarni diagrami ¢lena

ima ustrezna tocka v polarnem diagramu absolutno vrednost i in fazni kot —90°.
V tej tocki polarni diagram seka imaginarno os.

Pri obravnavanju Bodejevega diagrama smo spoznali, da ima frekvencna karak-
teristika pri ¢ < 0.707 resonanc¢ni vrh pri resonan¢ni frekvenci. V polarnem
diagramu resonancni frekvenci ustreza tocka, ki je najbolj oddaljena od koordi-
natnega izhodisca. Resonanc¢ni vrh M, pa je razmerje med absolutno vrednostjo
te tocke in tocke, ki jo doloca frekvenca w = 0. Ustrezne razmere za ¢ = 0.25
prikazuje slika 2.27.

Za nadkriticno dusen sistem postane polarni diagram za ¢ > 1 podoben kot
pri ¢lenu 1. reda, t.j. v obliki polkroga. Pri narasc¢ajocem ¢ namre¢ dobimo
dva realna korena, ki se vse bolj razlikujeta in ker ve¢jega lahko zanemarimo, se
sistem vede kot sistem 1. reda.

Ce se ¢len 2. reda nahaja v steveu, je pripadajoca frekvenéna karakteristika
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Slika 2.27: Resonan¢na frekvenca in resonanéni vrh (¢ = 0.25)

Gljw) = 1+2g(jwi)+(jwi)2: (2.81)

n

lim G(jw) = 167 (2.82)
lim G(jw) = ooel™” (2.83)

Imaginarna komponenta monotono narasca z narascajo¢im w, realna komponenta
pa monotono upada od vrednosti 1. Polarni diagram prikazuje slika 2.28.
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m=00 Im

0=,

26

0 ; Re
Slika 2.28: Polarni diagram ¢lena 1 + QC(jM%)%—(jw%)Q
Polarni diagram sistema 1. vrste

Sistem 1. vrste ima frekvenc¢no karakteristiko

1 T 4 1

Gliw) = = — — 2.84

Ue) = 0ol ~ Tt @l Y + o2t (2.84)
Karakteristi¢ni tocki za w = 0 in w = oo sta

lin}) G(jw) = —T — joo = coe! ") (2.85)

lim G(jw) = —0—jo =0/ (2.86)

Pri sistemih vrste vecje od ni¢ zacne polarni diagram pri w = 0 v neskoncnosti.
Tocnejsi potek doloca t.i. nizkofrekvenéna asimptota (v tem primeru —7'). Us-
trezni polarni diagram prikazuje slika 2.29.
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Slika 2.29: Polarni diagram sistema 1. vrste

Polarni diagram sistema z mrtvim ¢asom

Frekvencna karakteristika sistema z mrtvim ¢asom je

G(jw) = e~ dIm (2.87)

Mrtvi ¢as v frekvenéni karakteristiki prispeva le k faznemu kotu, medtem ko je
absolutna vrednost enaka ena. Slika 2.30 prikazuje polarni diagram sistema z
mrtvim ¢asom in sistema 1. reda.

Im
GO(D) :e\-/'(uTm

Nizkofrekvencno

| obmocje
G(]m)_1+joaT !

Slika 2.30: Polarna diagrama sistema z mrtvim ¢asom in sistema 1. reda

Ker imata v nizkofrekvenénem podrocju oba sistema podoben frekvencni potek,
je upravicena nam ze znana aproksimacija
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1
e = (2.88)

Sistem 1. reda z mrtvim casom pa ima frekvencno karakteristiko

Gljw) = < 2
(JW) = m ( -89)
Absolutna vrednost in fazni kot sta doloc¢ena z enacbama
G(jw) ! (2.90)
jw)| = —— )
1+ (wT)?
/G(jw)] = —wT,, —arctanwT (2.91)

Polarni diagram sistema z mrtvim casom prikazuje slika 2.31.

Re

Slika 2.31: Polarni diagram sistema 1.reda z mrtvim ¢asom

Do tega diagrama nazorno pridemo, ¢e upostevamo sliko 2.30. Karakteristika
polarnega diagrama za ¢isti mrtvi ¢as se spremeni v spiralo, ker gre absolutna
vrednost sistema 1. reda proti nic.
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2.3.2 Splosne znacilnosti polarnih diagramov

Za sistem, katerega frekvencna karakteristika je podana z enacbo

K+ jwTy, ) (14 jwTy,) ...
() (1 + jwT, (1 + jwTa,) ...
bo(jw)™ + b1 (jw)™ L+ ...+ by
ao(jw)™ + a1 (jw)" "+ ...+ ay

(2.92)

pri cemer velja n > m, bomo podali nekaj splosnih lastnosti, navodil oz. za-
kljuckov.

1. 1=0 sistem nicte vrste
Zacetna tocka pri w = 0 je na pozitivni realni osi. Tangenta v tej tocki
je pravokotna na realno os. Koncna tocka za w = oo je v koordinatnem
izhodiscu. Ena od koordinatnih osi predstavlja tangento na polarni diagram
v koordinatnem izhodis¢u (pri w = o0).

2. 1=1 sistem 1. vrste
Clen jw v imenovalcu prispeva fazni kot —90° na celotnem frekvenénem
obmoéju. Pri w = 0 je absolutna vrednost neskonéna, fazni kot —90°, po-
larni diagram pa se priblizuje asimptoti, ki je paralelna negativni imaginarni
osi. Pri w = oo konca diagram v koordinatnem izhodisc¢u, kamor vstopa
tangencialno glede na eno izmed koordinatnih osi.

3. 1>2
Clen (jw)' daje fazni kot —I - 90°. Zato je pri w = 0 absolutna vrednost
neskonéna, faza pa je —I-90°. To je tudi kot, ki dolo¢a nizkofrekvenéno
asimptoto, ki je vzporedna z eno izmed koordinatnih osi. Pri w = oo je
absolutna vrednost nic, krivulja pa vstopa v koordinatno izhodis¢e tangen-
cialno na eno izmed koordinatnih osi.

Slika 2.32 prikazuje karakteristicne polarne diagrame za sisteme 0., 1. in 2. vrste.

Polarni diagrami pri pogoju n > m vedno zakljucijo v koordinatnem izhodiscu.
Ker za w — oo velja
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Im

Slika 2.32: Polarni diagrami sistemov 0., 1. in 2. vrste

Gjw) = % = 2.y (2.93)

je fazni kot odvisen od razlike n — m oz. je —(n —m) - 90°. Slika 2.33 prikazuje
potek polarnih diagramov pri visokih frekvencah za razlicne n — m.

Slika 2.33: Potek polarnih diagramov pri visokih frekvencah

V primeru n = m se polarni diagram ne zakljuc¢uje v koordinatnem izhodiscu.
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Potrebno je tudi omeniti, da so bolj komplicirani poteki polarnih diagramov
posledica vecje dinamike Stevca oz. veCjega Stevila nicel prenosne funkcije.
Primera prikazuje slika 2.34.

Im

Slika 2.34: Polarna diagrama prenosnih funkcij z ve¢jim stevilom nicel
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Polarne diagrame nekaterih enostavnejsih prenosnih funkcij oz. frekvencnih
karakteristik prikazuje slika 2.35.

o Jor it
= () = : ®=00
/co © J /0) 0 Jjo
4ﬂ—>
0 Re 0 Re
®=0
«
4ﬂ—>
im:o 0 Re
imIO
1 Im
[+](,0T Om)z
SO
— 0‘( Re
=0
2
)i ,
(I+joT)(1+joT)(1+joT)) Jol(o)+20w,(o)+o, ]
A 1+joT A
Im 1+jowaT Im
(a>1)
1 =
a o=0_, AT i
1+joT, Im
Jjo(ItjoT,)(1+joT)

Slika 2.35: Polarni diagrami nekaterih enostavnejsih sistemov
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2.4 Nicholsov diagram

Frekvencno karakteristiko lahko predstavimo tudi v diagramu, v katerem na ab-
scisno os nanasamo fazni kot, na ordinatno os pa logaritem absolutne vrednosti
(201og |G (jw)|). Diagram opremimo s frekvenco, ki doloca tocko v tem diagramu.
Takemu diagramu pravimo Nicholsov diagram.

Nicholsov diagram torej predstavlja zdruzitev obeh Bodejevih diagramov v en
diagram. Zato ga lahko dobimo iz Bodejevega diagrama z odc¢itavanjem logaritma
absolutne vrednosti in faze pri isti frekvenci.

Glede na ostale frekvencne diagrame se Nicholsov diagram manj uporablja, nudi
pa nekatere prednosti v nekaterih nacrtovalnih postopkih (npr. dolocitev relativne
stabilnosti).

Sprememba ojacenja v frekvencni karakteristiki G(jw) vpliva v Nicholsovem dia-
gramu tako, da se krivulja premika navzgor oz. navzdol, njena oblika pa se ne
menja. Nicholsov diagram frekvencéne karakteristike Gé_w) je simetricen glede na
koordinatno izhodis¢e Nicholsovemu diagramu prenosne funkcije G(jw), ker velja

20log G(;w) = —20log|G(jw)| (2.94)
1 .
at] = -ot)

Ker smo si poteke za razli¢ne sisteme natancéno ogledali v Bodejevem in polarnem
diagramu, bomo na tem mestu podali le nekatere primere. Slika 2.36 primerja
frekvencni odziv

1
120 (i) +(i2)

G(jw) = (2.95)

v Bodejevem, polarnem in Nicholsovem diagramu pri dusilnem koeficientu ¢ =
0.3. V slednjem sta resonancni vrh in resonancna frekvenca dolocena s tocko, kjer
ima logaritem absolutne vrednosti maksimum.
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reda (¢ = 0.3) v razlicnih

-180 -160 -140 -120

1.5

b) polarni diagram
¢) Nicholsov diagram

0.5

b)
Slika 2.36: Frekvencna karakteristika sistema 2.

frekvencnih diagramih a) Bodejev diagram
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Slika 2.37 pa prikazuje Nicholsove diagrame nekaterih enostavnejsih sistemov.

L(w)[dB]
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_10k
-20
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Slika 2.37: Nicholsovi diagrami enostavnejsih sistemov
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2.5 Stabilnost regulacijskih sistemov

Do sedaj smo omenili dva mozna nacina za doloc¢itev absolutne stabilnosti regu-
lacijskih sistemov

e Poiscemo korene karakteristicne enacbe 1+ G(s)H(s) = 0.1

e Uporabimo Routhov stabilnostni kriterij.

Vendar pa informacija o tem, ali je sistem stabilen ali ne (absolutna stabilnost)
ni najbolj uporabna v raznih nacrtovalnih postopkih. Zato potrebujemo metode,
ki nam razen informacije o absolutni stabilnosti pokazejo tudi, koliko je sistem
"oddaljen” od meje stabilnosti oz. na kaksen nac¢in lahko sistemu to ”oddaljenost”
spremenimo. To pa doloca t.i. relativna stabilnost. Eno od moznosti za dolocitev
absolutne in relativne stabilnosti daje Nyquistov stabilnostni kriterij.

2.5.1 Nyquistov stabilnostni kriterij

Nyquistov stabilnostni kriterij ima naslednje znacilnosti, ki omogocajo uspesno
uporabo pri analizi in nacrtovanju regulacijskih sistemov:

e Daje enako informacijo o stabilnosti regulacijskih sistemov kot Routhov
kriterij.

e Razen absolutne stabilnosti daje informacijo o ”oddaljenosti” sistema od
meje stabilnosti in omogoca izboljsati stabilnostne lastnosti.

e Kot izhodisce uporablja frekvencno karakteristiko odprtozancne prenosne
funkcije in omogoc¢a dolocitev zaprtozancne stabilnosti.

e Ucinkovito se lahko uporablja za sisteme z mrtvim ¢asom.

e Metodo se lahko modificira za nelinearne sisteme.

Izhodisce za obravnavo predstavlja regulacijski sistem, ki ga prikazuje slika 2.38.

17a visje rede uporabimo ra¢unalniski program
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R(s) 66) C(s).

H(is) |«

Slika 2.38: Regulacijski sistem

Karakteristi¢ni izraz ima obliko

K(s+2z1)(s+22)...(s+ zm)

Flo) =1+ GoH(s) = 14 G S ) (0 + o)

(2.96)

Preden zacnemo z analizo stabilnosti, poudarimo naslednje znacilnosti v zvezi s
poli in ni¢lami regulacijskega sistema, ki ga podaja slika 2.38 oz. enacba (2.96).

1. Vrste polov in nicel

e nicle odprtozancne prenosne funkcije G(s)H (s),

e poli odprtozancéne prenosne funkcije G(s)H (s),

e zaprtozancni poli so poli prenosne funkcije % oz. nicle karakteristi-
¢nega izraza F(s) = 1+ G(s)H(s) oz. koreni karakteristi¢ne enacbe

F(s)=1+G(s)H(s) =0.

2. Poli karakteristicnega izraza F'(s) = 1+G(s)H (s) so enaki polom odprtozancne
prenosne funkcije G(s)H (s).

3. Za zaprtozancno stabilnost ni nobenih omejitev glede lege polov in nicel
odprtozanéne prenosne funkcije G(s)H(s). Vazno je le, da so poli za-
prtozanéne prenosne funkcije oz. koreni karakteristicne enachbe v levem
delu ravnine s.

Za dolocitev stabilnosti je potrebno preslikati dolo¢ene tocke iz ravnine s s
pomocjo kompleksne funkcije (preslikave) F(s) (ali G(s)H(s)) v ravnino F(s)
(ali G(s)H(s)).

Preslikavo tocke s, iz ravnine s v ravnino F'(s) prikazuje slika 2.39.
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Ravnina

ot Ravnina
Jjo
Im[F F(s)

s
gikava

Pre

\

c Re[F]

Slika 2.39: Kompleksna preslikava

Primer 2.4 Dolo¢imo toc¢ko v ravnini F'(s), v katero preslika tocko sg = 2 + j3
karakteristi¢ni izraz F'(s) = 1 + G(s)H(s). Odprtozanéna prenosna funkcija je

G(s)H(s) = ————— (2.97)

Karakteristicni izraz je

6
F(s)=1+ GIDETY (2.98)

Kompleksna funkcija F'(s) preslika tocko sg = 2 + 53 iz ravnine s v tocko

6
(3+73)(5+3)

F2+33)=1+ = 1.0588 — 70.2353 (2.99)

|

Polarni diagram, ki smo ga obravnavali kot mozno predstavitev frekvencne karak-
teristike, predstavlja eno od moznih kompleksnih preslikav, t.j. preslikavo tock,
ki se nahajajo na pozitivni imaginarni osi v ravnini s.

Za razumevanje Nyquistovega stabilnostnega kriterija moramo spoznati nekatere
definicije v zvezi s kompleksnimi funkcijami, lastnosti preslikav, Nyquistovo
krivuljo in Nyquistov diagram.
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Definicije

V nadaljnem bomo v zvezi s kompleksnimi funkcijami oz preslikavami uporabljali
naslednje definicije:

1. Kompleksna funkcija F(s) je analiticna v nekem podroc¢ju ravnine s, ¢e za
vsako tocko sg tega podrocja velja, da obstaja odvod

dF(s)/SS i [F(SFF(SOW (2.100)

ds 550 s — Sp

ki ima kon¢no vrednost. Prenosna funkcija je analiticna v vseh tockah
ravnine s razen v polih.

2. Tocka, v kateri F'(s) ni analiti¢na, je singularna tocka ali singularnost kom-
pleksne funkcije F'(s). Pol je torej singularnost.

3. Neskonc¢no zaporedje dotikajocih tock (v ravnini s ali ravnini F'(s)) tvori
krivuljo.

4. Krivulja v kompleksni ravnini ima smer, ki jo oznac¢imo s pus¢ico. Smer
je dolocena z zaporedjem tock, ki tvorijo krivuljo (npr. zaporedje izbranih
tock v ravnini s in zaporedje preslikanih tock v ravnini F(s)).

5. Krivulja, ki se zacne in konca v isti tocki kompleksne ravnine, je zakljucena
krivulja. Prikazuje jo slika 2.40.

Im

\{

Re

Slika 2.40: Zakljucena krivulja

6. Vse tocke, ki se nahajajo na desni strani zakljucene krivulje, ¢e potujemo
v oznaceni smeri, so zajete tocke. (slika 2.41).
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Im

A\

Slika 2.41: Zajete tocke

Im
T

(Zajete tocke

\\

Zajete tocke

N

7. Zaklju¢ena krivulja v kompleksni ravnini N-krat pozitivno obkrozZi neko
tocko (npr. koordinatno izhodisce), ¢e radialna linija iz te tocke do tocke
na krivulji rotira v smeri urinega kazalca pri tem za kot 360° - N, pri tem
pa tocka prepotuje celotno zakljuéeno krivuljo. Ce je pot rotiranja v obratni
smeri urinega kazalca, zakljucena krivulja negativno obkrozuje koordinatno
izhodisce. Celotno Stevilo obkrozitev Ny je Stevilo obkrozitev v pozitivni
smeri (N1) plus stevilo obkrozitev v negativni smeri (N7) (Ng = NT+N7).

Slika 2.42 prikazuje dva primera. V prvem primeru zaklju¢ena krivulja 2x
obkrozi koordinatno izhodisce, v drugem primeru pa nobenkrat.

Im

F(s)

N=N+N=1+(-1)=0
N2 0 -1)

Slika 2.42: Stevilo obkrozitev koordinatnega izhodisca

Stevilo obkrozitev dolo¢imo tudi tako, da iz tocke, glede na katero proucujemo
obkrozitev, potegnemo poltrak v poljubno smer ter doloc¢imo vsa presecisca
poltraka z zakljuéeno krivuljo. Ce zakljuéena krivulja seka poltrak v smeri
urinega kazalca, potem tako presecisce daje prispevek +1, sicer -1 v konéno
vsoto, ki doloca Stevilo obkrozitev N.

Lastnosti preslikave kompleksne funkcije F'(s)

Preslikava s kompleksno funkcijo F(s) ima naslednje lastnosti:
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. F(s) je enoliéna funkcija s. To pomeni, da vsaki tocki s ustreza ena sama

tocka v ravnini F'(s). Preslikava iz F'(s) v s ni enoli¢na.

. F(s) je analiticna funkcija razen v konénem Stevilu singularnih tock v s

ravnini.

. Vsaka zakljuc¢ena krivulja v ravnini s se preslika v zakljuceno krivuljo v

ravnini F'(s).

. F(s) je konformna preslikava. To pomeni, da se pri preslikavi ohranja kot

(dva odseka, ki se sekata v ravnini s, se v ravnini F(s) sekata pod istim
kotom) (slika 2.43).

Jjo S Im F(s)

F(s,)

(o} Re

Slika 2.43: Konformnost preslikave

. Ce s kompleksno funkcijo F(s) preslikamo zakljuceno krivuljo v ravnini s,

je celotno stevilo obkrozitev Ny izhodisc¢a, ki jih naredi krivulja F'(s) (v
ravnini F'(s)) enako Stevilu nicel Zy minus $tevilu polov Py funkcije F(s),
ki so zajeti znotraj zakljucene krivulje v ravnini s

NO - Z(] - PQ (2101)

Primer 2.5 Neka prenosna funkcija (karakteristiéni izraz) F'(s) ima eno niclo v
desnem delu ravnine s. To ni¢lo obkrozimo z zakljuceno krivuljo v ravnini s in
to krivuljo preslikamo v ravnino F'(s). Ustrezno preslikavo prikazuje slika 2.44.

Koordinatno izhodis¢e v ravnini F(s) je enkrat obkrozeno v obratni smeri urinega
kazalca, zato je stevilo obkrozitev

Ny =—1 (2.102)

Ker je Zy = 1 (ena vsebovana nicla znotraj sklenjene konture), velja
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) s, Im A F(s)
JO s F(s,) F(s)
S
Re
S,
F(sy
G’

Slika 2.44: Preslikava F'(s)

Po=Zy—Ny=1—(=1)=2 (2.103)

Torej ima F'(s) dva pola znotraj zakljuéene krivulje v ravnini s. O

Nyquistova krivulja

Zaradi lastnosti preslikave F(s), da je stevilo obkrozitev koordinatnega izhodisca
enako razliki stevila nicel in polov, ki jih obkroza zaklju¢ena krivulja v ravnini
s, je Nyquist prisel na idejo, da bi za dolocitev stabilnosti bilo potrebno izbrati
tako zakljuceno krivuljo v ravnini s, ki obkroza celotno desno polravnino. V
njej namre¢ lezijo nestabilni poli zaprtozanéne prenosne funkcije. To krivuljo
imenujemo Nyquistova krivulja. Njena smer je doloCena z narascajoco frekvenco
w.

Nyquistova krivulja ne sme potekati skozi singularnosti (pole) funkcije F(s). V
primeru, ¢e F'(s) vsebuje pole na imaginarni osi, je potrebno Nyquistovo krivuljo
speljati mimo teh tock s pomocjo polkrogov z infinitezimalno majhnim radijem.
Slika 2.45 prikazuje Nyquistovo krivuljo v primeru pola v koordinatnem izhodiscu
in konjugirano kompleksnega para polov na imaginarni osi.

Ker je potrebno, da Nyquistova krivulja obkroza celotno desno polravnino, je
radij kroga neskoncen (R — 00).

Da lahko izvedemo ustrezno preslikavo iz ravnine s, je potrebno matemati¢no
zapisati vse odseke Nyquistove krivulje. Stevilo odsekov zavisi od Stevila singu-
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poli F(s)

Slika 2.45: Nyquistova krivulja

larnosti na imaginarni osi. V nasem primeru imamo osem odsekov:

1. odsek ch DS =Jw 0<w<wy

2. odsek be s =lim(jwo + pel®) =90 < O < 90"
p—

3. odsek cd : s=jw wy < w < 00

4. odsek def @ s= }%im Re’® 90° > @ > —90°

5. odsek fg @ s=jw —00 < w < —Wwp

6. odsek gh : s= liII(l)(—ij +pe®) —90° < © < 90°
p—

7. odsek hi : s=jw —wyp <w <0

8. odsek  ija i s= lim pel® —90° < @ <90° (2.104)
p—

Nyquistov diagram

Potem, ko definiramo Nyquistovo krivuljo, doloc¢imo stabilnost povratnozanénega
sistema tako, da le to preslikamo s pomocjo preslikave F(s) = 1 + G(s)H(s) v
ravnino F'(s). Krivulja, ki jo dobimo, se imenuje Nyquistov diagram prenosne
funkcije F'(s). Analiza stabilnosti poteka tako, da dolo¢imo Stevilo obkrozitev
koordinatnega izhodis¢a v ravnini F(s). Toda ker imamo obi¢ajno podano
odprtozancno prenosno funkcijo G(s)H(s), ne pa karakteristiéni izraz F(s) =
1+ G(s)H(s), lahko dolo¢imo stabilnostne lastnosti tako, da narisemo Nyquist-
ov diagram odprtozancne prenosne funkcije G(s)H(s), vendar moramo v tem
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primeru upostevati stevilo obkrozitev tocke —1 + j0. Izhodisce v ravnini F(s) =
1+ G(s)H (s) namrec¢ ustreza tocki —1 + jO v ravnini G(s)H (s).

Hkrati pa lahko s pomoé¢jo Nyquistovega diagrama prenosne funkcije G(s)H (s)
sklepamo tudi na stabilnost odprtozan¢nega sistema G(s) H (s) preko obkrozitvenega
kriterija koordinatnega izhodisca.

Koordinatno izhodisce in tocko —1 4 j0 (odvisno od vrste analize) imenujemo
kriticni tocka.

Analiziramo torej stabilnost odprtozancnega in stabilnost zaprtozancnega sis-
tema. Odprtozancéna stabilnost zahteva, da so vsi poli prenosne funkcije G(s)H (s)
v levi polravnini, zaprtozancna stabilnost pa zahteva, da so vse nicle prenosne
funkcije F(s) =1+ G(s)H(s) v levi polravnini.

Za opis postopka risanja Nyquistovega diagrama prenosne funkcije G(s)H(s)
uporabimo Nyquistovo krivuljo, ki jo prikazuje slika 2.45. Postopek preslikave
lahko naredimo v naslednjih korakih:

1. korak: Preverimo, ali ima G(s)H (s) pole na imaginarni osi in v koordinatnem
izhodiscu.

2. korak: S pomocjo enacb za posamezne odseke (enacbe (2.104)) v ravnini s
preslikamo odseke ab, cd in bc v G(s)H(s) ravnino. Ce ni polov na imag-
inarni osi, se postopek precej poenostavi. Potrebno je le narisati polarni
diagram funkcije G(s)H (s).?

3. korak: Odseke hi, fg in gh preslikamo tako, da narisemo glede na realno os
zrcalno sliko krivulje, ki smo jo dobili v 2. koraku.

4. korak: Uporabimo enacbo za preslikavo poti def. Ta polkrog z neskonénim
radijem se obicajno preslika v tocko v ravnini G(s)H(s).

5. korak: Ce ima prenosna funkcija G(s)H(s) pole v koordinatnem izhodiscu
ravnine s, uporabimo enacbo za preslikavo odseka ija.

6. korak: Povezemo vse tako dobljene krivulje. Pri tem upostevamo, da je pres-
likava zakljucene krivulje zakljucena krivulja. Pomaga nam tudi lastnost
ohranjanja kotov (konformnost preslikave), posebno za preslikavo tock, kjer
se polkrogi stikajo z ostalimi odseki Nyquistove krivulje.

2Polarni diagram je preslikava pozitivne imaginarne osi iz ravnine s v ravnino G(s)H(s)
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Primer 2.6 Proporcionalni sistem (0. vrste) ima prenosno funkcijo

G(s)H(s) = (2.105)

Ker prenosna funkcija ne vsebuje polov na imaginarni osi, izberemo Nyquist-
ovo krivuljo, kot jo prikazuje slika 2.46a. Nyquistov diagram pa dobimo tako,
da nariSemo polarni diagram (slika 2.24) in njegovo zrcalno sliko (za negativne
frekvence). Polkrog def se namre¢ preslika v koordinatno izhodisce.

K
G(s)H = - =0 2.106
(S> (S)/s: lim Rei® TP}H};O Re]@ * 1 ( )

— 00

Nyquistov diagram prikazuje slika 2.46b.

Slika 2.46: a) Nyquistova krivulja
b) Nyquistov diagram

Primer 2.7 Sistem prve vrste ima prenosno funkcijo

(2.107)
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Ker ima sistem pol v koordinatnem izhodiséu, ga obkrozimo s polkrogom s = pe’®
(—90° < @ < 90%). Ustrezno Nyquistovo krivuljo prikazuje slika 2.47a.

Nyquistov diagram dobimo tako, da nariSemo polarni diagram (slika 2.29 za
K = 1) in njegovo zrcalno sliko. Preslikati pa je potrebno e polkrog ija okoli
singularnosti.

K

G(s)H = I . - = 2.108
(5)H(s) /m liny o o (2.108)

p—0

K -
= lim—— =oce 9 —90° < ©® <90°
p—0 pei®

Torej se polkrog 7ja preslika v polkrog z neskon¢énim radijem, ki se zacne s ko-

tom —©@ = 90" in konéa s kotom —©@ = —90°. Nyquistov diagram prikazuje
slika 2.47b.
)

i —

| IREN

| \

A \

\ \

\ \
KT . _ | GH(») J'
d' e | Re

| /

| /

| ¥

\ /

e
—

a'®———

|

a) b)

Slika 2.47: a) Nyquistova krivulja
b) Nyquistov diagram

Pri risanju Nyquistove krivulje si lahko pomagamo tudi s konformnostjo preslika-
ve. Nyquistova krivulja naredi v tocki i obrat za 90° v desno. Zato tudi tocka 4’
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v Nyquistovem diagramu naredi obrat za 90° v desno. Enako velja tudi za tocko
a. ]

Primer 2.8 Sistem [-te vrste ima prenosno funkcijo

K

G(s)H(s) = STs+1)

(2.109)

Nyquistova krivulja je enaka kot pri sistemu 1. vrste (slika 2.47a). Vendar je
v tem primeru preslikava infinitezimalnega polkroga v koordinatnem izhodisc¢u
podana z izrazom

K
G(s)H = i . . = 2.110
) <S)/slimopej@ p20 plet® (T pei® + 1) 2410
o
= lim ——= =ooe ?  —90° < O <90°
p—0 P e]le

Ko O opise v ravnini s kot od —90° do +90°, opise polkrog z neskonénim radijem
v ravnini G(s)H(s) kot od 1 -90° do —I - 90°; torej I - 180°. Nyquistov diagram
za | = 3 (polarni diagram pri nizkih frekvencah doloca faza —270°, pri visokih pa
—360°) prikazuje slika 2.48.

Analiza stabilnosti

Izhodisce za analizo stabilnosti s pomoc¢jo Nyquistovega kriterija je lastnost 5
kompleksne preslikave F(s) (enacba 2.101).

Definirajmo zaporedje Ny, Zy in P, ter zaporedje N_y, Z_1 in P_q:

Ny ... stevilo obkrozitev koordinatnega izhodisca, ki jih naredi
Nyquistov diagram prenosne funkcije G(s)H(s),
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| A
il S G(s)H(s)
//i/ BB a' [o=0, \\
/
/A
/ A
[/ \
g — | y
1 =g / Re
™ \ /
\ N \Y /
N /
\\\\\RQ/%//
~__ 160:0_

Slika 2.48: Nyquistov diagram sistema tretje vrste

Zy ... stevilo nicel G(s)H(s), ki so v ravnini s obkrozene z Nyquistovo
krivuljo, oz. ki lezijo v desni polravnini,

Py, ... stevilo polov G(s)H(s), ki so v ravnini s obkrozene z Nyquistovo
krivuljo, oz. ki lezijo v desni polravnini,

N_, ... stevilo obkrozitev tocke —1 + 50, ki jih naredi Nyquistov diagram
prenosne funkcije G(s)H (s),

Z_1 ... stevilo nicel F(s) =14 G(s)H(s), ki so obkrozene v ravnini s
z Nyqistovo krivuljo, oz. ki lezijo v desni polravnini,

P_; ... stevilo polov F(s) =1+ G(s)H(s), ko so obkrozeni v ravnini s

z Nyqistovo krivuljo, oz. ki lezijo v desni polravnini.

Poli prenosne funkcije G(s)H (s) so identicni polom 1+ G(s)H(s), zato velja za
pole, ki lezijo v desnem delu ravnine s

Py=P_, (2.111)

Za stabilnost zaprtozancnega sistema se zahteva, da je Stevilo nicel 1+ G(s)H(s)
v desni polravnini enako nic.
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Z_1=0 (2.112)

Odprtozancni sistem G(s)H (s) pa je stabilen, ce je Stevilo polov v desni polravnini
enako nic.

Py=0 (2.113)

Pri nadaljnem izvajanju ne pozabimo na bistvo: zaprtozancno stabilnost dolo¢imo
iz Nyquistovega diagrama odprtozancne prenosne funkcije G(s)H(s).

Analizo stabilnosti s pomocjo Nyquistovega kriterija lahko opisemo z naslednjimi
tockami:

1. Narisemo Nyquistovo krivuljo in Nyquistov diagram prenosne funkcije

G(s)H(s).

2. Dolocimo Ny (Stevilo obkrozitev izhodis¢a) in N_; (Stevilo obkrozitev tocke
—1+ 50) iz Nyquistovega diagrama.

3. Ko dolo¢imo Ny in N_;, dolo¢imo stevilo polov odprtozancne prenosne
funkcije G(s)H(s) v desni polravnini iz enacbe
N():ZQ—PO —>PD (2114)

¢e je le podano stevilo nicel Z; (Stevilo nicel je v splosnem manjse in je
obi¢ajno znano). Ce je P, znan, lahko ta korak opustimo. Ko je znan
Py, je znan tudi P_q, saj velja P_4 = F,. Nato dolocimo Stevilo nicel
karakteristicnega izraza F(s) = 1 + G(s)H(s), ki lezijo v desni polravnini,
iz enacbe

N,l == Z,l — P,l — Z,l (2115)

Sistem je stabilen, ce je stevilo nicel Z_1 = 0. Zato je pogoj za ugotavljanje
stabilnosti s pomoc¢jo Nyquistovega kriterija podan z enacbo

Ni=-P,=-P<0 (2.116)
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S pomocjo enacbe (2.116) lahko navedemo tri razlicne moznosti glede na to, ali

je stevilo obkrozitev tocke —1 + j0 ni¢, negativno ali pozitivno:

1. Ny = Tocka —1+ 70 ni obkrozena. V tem primeru je sistem stabilen,
¢e G(s)H(s) nima polov v desni polravnini (Fy = 0), v obratnem primeru

pa je nestabilen.

2. N.; <0 Tocka —1 + 70 je enkrat ali veckrat obkrozena v obratni smeri
urinega kazalca. V tem primeru je sistem stabilen, ¢e je Stevilo obkrozitev
v obratni smeri urinega kazalca enako stevilu polov odprtozanéne prenosne
funkcije G(s)H(s) v desni strani ravnine s (|N_;| = Fp) (enacba 2.116).

3. N.1 >0 Tocka —1 + 70 je enkrat ali veckrat obkrozena v smeri urinega

kazalca. V tem primeru je sistem vedno nestabilen.

Striktna analiza stabilnosti s pomoc¢jo Nyquistovega diagrama zahteva torej
dolocitev stevila obkrozitev tocke —1 + j0. Ce pa funkcija G(s)H (s) nima polov

v desni polravnini, potem lahko kriterij poenostavimo:

sistem je stabilen, ce

Nyquistov diagram ne zajema tocke —1 + j0. Obicajno je v tem primeru dovolj,
¢e nariSemo polarni diagram. Vendar s to analizo ne dobimo informacije o stevilu
nestabilnih polov zaprtozancénega sistema. Slika 2.49 prikazuje polarni diagram
sistema, katerega prenosna funkcija G(s)H (s) ne vsebuje nestabilnih polov. Ker
tocka —1 4 j0 ni zajeta, je sistem stabilen.

Pogojno stabilni sistem

Im G(s)H(s)

w=00

Py »
L >
(5]

-1 § 0 R
\\ Zajete
\ /

toCke

N To=0

Slika 2.49: Polarni diagram
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A
Im|  G(s)H(s)

=00

Slika 2.50: Polarni diagram pogojno stabilnega sistema

Slika 2.50 prikazuje polarni diagram sistema G(s)H (s), za katerega je znacilno,
da je stabilen le v nekem obmocju ojacenja K.

Ce predpostavimo, da sistem nima odprtozanénih nestabilnih polov, potem za
razmere, ki jih prikazuje slika 2.50, kriticna tocka —1+4 50 ni zajeta z Nyquistovim
diagramom in sistem je stabilen. Za stabilno delovanje mora biti tocka —1 + 50
med tocko A in tocko B. Ce se ojacenje zadosti poveca ali zadosti zmanjsa, postane
sistem nestabilen. Zato takemu sistemu pravimo pogojno stabilni sistem.

Primer 2.9 Odprtozan¢na prenosna funkcija je

K
s(s+ 1)(%3 +1)

G(s)H(s) = (2.117)

Slika 2.51 prikazuje Nyquistova diagrama pri K = 0.5 in K = 5.

Stevilo polov znotraj Nyquistove krivulje odprtozanéne prenosne funkcije G(s)H (s)
in F(s) je Pp = P_; = 0. Zato je pogoj za stabilnost zaprtozanénega sistema

N,1:Z,1—P,1:O—O:O <2118)

Pri majhnem K (slika 2.51a) Nyquistova krivulja ne obkroza tocke —1+ j0 (tocka
ni zajeta), torej je sistem stabilen. Pri velikem K (slika 2.51b) pa velja
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STABILNO m GE)H(s) NESTABILNO m' GeHE)
e | |
47];/7:70"1 777777 C T N ' "Q 777777

szo}z—/:() | IR \ \
-t - - R T z e
e o)
A T SR % wiatl N R A7)
[ [ T [ g |
Y T [Re "= Re
l | | | -/
o Fo-o-- - 1 e YA
G I L 3 I | / 4 T
el T 3
-7 -5 -3 -1 0 1 3 -7 1 3
a) b)
Slika 2.51: Nyquistov diagram a) K=0.5
b) K=5
N,1 == Z,1 == 2 (2119)

torej ima zaprtozancni sistem dva pola v desni polravnini in je seveda nestabilen.
Ker odprtozanéna prenosna funkcija nima polov v desni polravnini (P, = 0),

lahko v obeh primerih analiziramo stabilnost tako, da pogledamo, ¢e je kriticna
tocka —1 4 j0 zajeta s polarnim diagramom. O

Primer 2.10 Odprtozancna prenosna funkcija sistema je

K(s+3)

G(s)H(s) = Seo1)

K>1 (2.120)

Nyquistov diagram pri ojacenju K = 3 prikazuje slika 2.52.

Diagram 2.52 potrdimo z naslednjimi ena¢bami:
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Slika 2.52: Nyqistov diagram

K(jw+3) 3K

lim G(jw)H(jw) = i = = 00/ (2,121
K(y Kj ,
lim GUw) H(w) = lim SU9T3) KI0 a5 199
w—00 w= ju(jw —1)  —w?
Preslikave polkroga s = 1in% pei®; —90° < O < +90° iz Nyquistove krivulje:
p—
G(s)H(s) L S —00e 19 = coe (OH1E) — 0el ¥ (2.123)
—limpei®  — lim pel® '
sfp_)ope o
6 = —90° ¥ = —90° (2.124)
) —89° ¥ =-91° (2.125)
e +90° ¥ = —270° (2.126)

Odprtozanéna prenosna funkcija ima en pol (s = 1) v desni polravnini, torej velja
Py = P_; = 1. Odprtozanéni sistem je nestabilen. Nyquistov diagram kaze, da
je kritiéna tocka —1 + jO enkrat obkrozena v obratni smeri urinega kazalca
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Ny =-1 (2.127)

Ker velja Ny = Z_ 1 — P_4, je Z_1 = 0, kar pomeni, da je zaprtozancni sistem
stabilen, kljub temu, da je odprtozanc¢ni sistem nestabilen.

Primer 2.11 Odprtozancna prenosna funkcija vsebuje mrtvi cas

edes

s(s+1)(s+2)

G(s)H(s) = (2.128)

Polarne diagrame za razlicne mrtve case prikazuje slika 2.53.

Slika 2.53: Polarni diagrami sistema z mrtvim ¢asom

Ker odprtozancni sistem nima nestabilnih polov, zadosca za analizo stabilnosti
polarni diagram. Opazimo, da polarni diagram zajame kriti¢no tocko —1+ 50 pri
T, > 2. Torej je sistem stabilen, ¢e je mrtvi cas T; < 2. To je ponoven dokaz, da
mrtvi ¢as neugodno deluje na stabilnost regulacijske zanke.

Natanc¢no risanje polarnega diagrama sistema z mrtvim casom zahteva racunalniski
program. Lahko pa si pomagamo tudi s prenosi vrednosti iz Bodejevega diagrama,
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ki je bolj primeren za sisteme z mrtvim casom, ali pa z razvojem mrtvega casa v
vrsto

Tis*  T3s®
ol 3l

e Tes =1 — Tys+ +... (2.129)

Slika 2.54 prikazuje toCen in poenostavljen polarni diagram ob upostevanju dveh
¢lenov vrste pri T; = 0.8 sek.

|
|
|
|
. I
=1 -0.8 -0.6 —-0.4 —-0.2 0 0.2

Slika 2.54: Tocen in poenostavljen polarni diagram

Poenostavljena prenosna funkcija je

1—TdS

Gls)H(s) = s(s+1)(s+2)

(2.130)

Ker ima ni¢lo v desni polravnini, je njen fazni prispevek pri w — oo enak —90°,
zato je fazni kot pri w — oo enak —360° = 0°

T T .
lim G(jw)H(jw) = —2_ — 24 _ et (2.131)
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Stabilnost veczancnega sistema

Veczancni regulacijski sistem je z uporabo blocne algebre sicer mozno poenostaviti
v osnovno povratnozancno strukturo in potem za analizo stabilnosti uporabiti
opisani postopek. Vendar pa je problem v tem, da iz zapisa obicajno niso direktno
razvidni poli in/ali nicle odprtozanéne prenosne funkcije. Nyquistov stabilnostni
kriterij omogoca sistematicen pristop k analizi stabilnosti takega sistema.

Primer 2.12 Veczanc¢ni regulacijski sistem prikazuje slika 2.55.

R(s) E(s) _ K(s+2) . Ce
4’0_’ GiS)= 5410 =56+ 1)6+2) >

A

H(s)=3

Slika 2.55: Veczanc¢ni regulacijski sistem

S pomocjo Nyquistovega kriterija najprej analiziramo notranjo zanko z odprtozanéno
prenosno funkcijo

Gale)H(s) = S 11; e (2.132)

Ustrezen polarni diagram prikazuje slika 2.56.

Ker tocka —1 4 70 ni zajeta, je notranja zanka stabilna. Ker je tudi prenosna

funkcija G (s) stabilna, je odprtozanéna prenosna funkcija ggz; stabilna (Fy = 0).

Nato narisemo Nyquistov diagram odprtozancne prenosne funkcije G(s) = ggz;

pri K = 1. Ker smo ugotovili, da je le ta stabilna, lahko tudi za analizo zunanje
zanke uporabimo pravilo zajetih tock. Polarni diagram prikazuje slika 2.57.

Tocka —1 + 50 je zajeta, ce velja

—0.0123K < —1 0Z. K >81.3 (2.133)
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Im A ‘ G(s)

I
|
|
|
|
|
~0.03 ‘
~0.02 -0.0123 —0.01 0 0.01 0.02

Slika 2.57: Polarni diagram veczanénega sistema (K = 1)

V takem primeru je sistem nestabilen. Stabilnost pa dosezemo s 0 < K < 81.3.

|

2.5.2 Relativna stabilnost

Pri nacrtovanju regulacijskega sistema je osnovna zahteva, da je zaprtozancni
sistem stabilen. Vendar pa potrebujemo tudi merilo o tem, koliko je stabilen ali
nestabilen sistem oddaljen od meje stabilnosti. Ta podatek nam definira relativno
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stabilnost sistema. Le-ta je podana s faznim in ojacevalnim razlockom.

Slika 2.58 prikazuje polarni diagram sistema 1. vrste za tri razlicne vred-
nosti ojacenja odprtozancne prenosne funkcije G(s)H(s). Za majhne vrednosti
ojacenja K je zaprtozancni sistem stabilen, za velike vrednosti K pa nestabilen.
Polarni diagram, ki gre skozi tocko —1 + j0, predstavlja mejno stabilen primer.
Odziv takega sistema ima nihanja konstantne amplitude.

Velik K. Majhen K

Slika 2.58: Polarni diagram sistema 1. vrste

Na stabilnostne razmere pa v zanki ne vplivamo le z ojacenjem K. Lahko vpli-
vamo npr. tudi s spreminjanjem mrtvega casa (e~*7™), ki vpliva le na spremembo
faznega kota (/[e™9“Tm] = —wT,,), glej sliko 2.53).

Cim blize gre polarni diagram mimo to¢ke —14 50, bolj nihajo¢i so signali v regu-
lacijskem sistemu. Zato je relativna stabilnost dolo¢ena z oddaljenostjo polarnega
diagrama od tocke —1+4 j0. To oddaljenost definiramo s faznim razlockom (angl.
phase margin) in ojac¢evalnim razlockom (angl. gain margin).

Fazni razlocéek

Pozitivni fazni razlocek predstavlja tisti pozitivni fazni kot (fazno zaostajanje),
ki ga je potrebno dodati v regulacijsko zanko, da stabilni sistem postane mejno
stabilen (npr. povecamo mrtvi ¢as v zanki). Negativni fazni razlocek pa pred-
stavlja tisti negativni fazni kot (fazno prehitevanje), ki ga je potrebno dodati v
regulacijsko zanko, da nestabilen sistem postane mejno stabilen (npr. zmanjsamo
mrtvi ¢éas).
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Za dolocitev faznega razlocka moramo dolociti fazni kot ®(wy) = Z[G(jwr)H (jw:)],
kjer je wy frekvenca, pri kateri je absolutna vrednost frekvencne karakteristike
enaka 1 (|G(jwy)H (jw1)| = 1 ali 20log |G(jw1)H (jwi)| = 0 dB). Fazni razlocek
(&,,) doloca izraz

@, = 180° + &(w) (2.134)

Ce je O(w1) > —180°, je ®,, > 0 in sistem je stabilen. Ce je ¢(w;) = —180°,
je ®,, = 0 in zaprtozanéni sistem je mejno stabilen. Ce pa je ®(w;) < —180°,
pa je @, < 0 in sistem je nestabilen. Stabilen sistem ima torej pozitivni fazni
razlocek.?

Slika 2.59 prikazuje fazni razlocek stabilnega in nestabilnega sistema v Bodejevem,
polarnem in Nicholsovem diagramu. V polarnem diagramu dobimo frekvenco wy s
presecis¢em polarnega diagrama in enotinega kroga, v Bodejevem in Nicholsovem
diagramu pa s presecistem karakteristike (v Bodeju absolutne vrednosti) z linijo
0 dB.

3Velja le za sisteme z minimalno fazo
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L(w)[dB]

A

STABILNI SISTEMI

Bodejev diagram

Pozitivni
ojacevalni
razloCek
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NESTABILNI SISTEMI

A
L(w)[dB]

Negativni
ojacevalni
razlo¢ek

Pozitivni
fazni razloéek

a 0| Negativni
270 270 fazni razlo¢ek
Polarni diagram
1
Kk ImA . .
G(jo)H(jo) m Glio)H(o)
K <I ,
P » ®, / »
-1 / Re -1 Kj Re'
L () )
Pozitivni
fazni o Negativni
razlo¢ek ! fazni razlo¢ek
Nicholsov diagram
L@)[dB]  pogitiyni L(w)[dB] .
fazni ] Negativni
razlodek \, ojacevalni
razlo¢ek
(D’l[
®, T
o, :
Pozitivni -~ o
ojacevalni o, ‘\ Negativni
razlocek fazni
razlo¢ek
=270 -180' 90’ 270 -180" -90’
D(w) O (w)

Slika 2.59: Ojacevalni in fazni razlocek
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Ojacevalni razlocek

Ojacevalni razlocek doloca, za koliko moramo spremeniti oja¢enje odprtozancne
prenosne funkcije G(s)H(s), da zaprtozancni sistem postane mejno stabilen. V
zvezi s polarnim diagramom izrazimo K, v linearnem merilu, v zvezi z Bodejevim
in Nicholsovim diagramom pa v dB. K,,, > 1 (ali K,,[dB]> 0 dB) pomeni, da je
potrebno ojacenje v zanki povecati, da postane sistem mejno stabilen, torej je tak
sistem stabilen. K, < 1 (ali K, [dB] < 0 dB) pa pomeni, da je sistem nestabilen,
saj je potrebno njegovo ojacenje zmanjsati, da ga stabiliziramo.

Za dolocitev ojacevalnega razlocka moramo dolociti |GH (jwr)|, kjer je wy

frekvenca, pri kateri fazni kot doseze —180° (&(w,) = —180°). Ojacevalni razlo-
cek (K,,) je
Kpm — (2.135)
" |GH(jwn) '
oz. vdB
Ko [dB] = —20log |GH (jw)| (2.136)

Ojacevalni razlocek proporcionalnega sistema (0. vrste) 1. ali 2. reda je neskon-
¢en, ker polarni diagram ne seka negativne realne osi. Torej sistema 1. in 2. reda
ne moreta postati nestabilna, kar vemo tudi iz analize s pomoc¢jo DLK. Vendar
pa sistem 1. ali 2. reda obicajno predstavlja le boljsi ali slabsi model realnega
procesa, ki verjetno vsebuje Se tudi dodatne manjse casovne konstante. Zato
pride lahko pri dovolj velikem ojacenju pri realnem procesu do nestabilnosti.

Slika 2.59 prikazuje ojacevalne razlocke za stabilen in nestabilen sistem v Bode-
jevem, polarnem in Nicholsovem diagramu.

Zakljucek, da sta pri stabilnem povratnozanénem sistemu fazni in ojacevalni ra-
zlocek pozitivna, velja le, ¢e ima odprtozanc¢na prenosna funkcija minimalno fazo.

Pri pogojno stabilnih sistemih je ve¢ frekvenc, kjer je fazni kot enak —180°.
Sistemi s kompleksno dinamiko v Stevcu pa imajo lahko pri razliénih frekvencah
absolutno vrednost frekvencne karakteristike enako 1. Ustrezne razmere prikazuje
slika 2.60. Za dolocitev razlockov je treba upostevati tiste tocke, ki so najblizje
kriticni tocki —1 + j0 (tocki pri frekvencah w, in wy).

Ojacevalni in fazni razloc¢ek predstavljata ponavadi osnovna kriterija pri nacrtovanju



2.5. STABILNOST REGULACIJSKIH SISTEMOV 117

Re

Slika 2.60: Sistemi, ki imajo ve¢ frekvenc w, in wq

regulacijskih sistemov s frekvencnimi metodami. 7 regulatorjem ali kompenza-
torjem Zelimo obi¢ajno doseéi fazni razloéek med 30° in 60° ter ojacevalni razlo-
¢ek priblizno 6 dB. S tema vrednostima imamo zagotovljeno stabilnost tudi pri
morebitnih manjsih spremembah parametrov v regulacijski zanki.

Primer 2.13 Dolo¢imo fazni in ojacevalni razlocek sistema, ki ga prikazuje
slika 2.61, za K =10 in K = 100.

R(s) K Cls)
s(s+1)(s+53) .

Slika 2.61: Regulacijski sistem

Ustrezna razlocka lahko dolo¢imo iz Bodejevega diagrama. Za K = 10in K = 100
ju prikazuje slika 2.62.

Pri K = 10 je fazni razlocek

@, = 21° (2.137)

ojacevalni razlocek pa
K,,=8dB (2.138)
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—12 dB

Ky,

Ocene razlockov temeljijo na asimptotskih potekih logaritmov absolutnih vred-

nosti in zato nekoliko odstopajo od natan¢no izracunanih vrednosti.

torej je sistem nestabilen.

= 10 ne dosegamo ustreznega faznega razlocka 30° do 60°. Tega bi sicer

Ze pri K

cenja. Toda ojacenje K je pri sistemu 1. vrste

Sanjem oja

lahko dosegli z zmanj

cnem

merilo za pogresek v ustaljenem stanju pri linearno narasc¢ajocem referen

koviti postopki, ki

¢in

h signalih. Zato obstajajo bolj u

%), kar pomeni, da poslabsamo delovanje regulacijskega sistema
pri pocasi se spreminjajoci

signalu (egs
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z dinamic¢nimi kompenzacijskimi cleni preoblikujejo frekvenéno karakteristiko, ne
da bi pri tem poslabsali delovanje regulacijskega sistema v ustaljenem stanju.

2.6 Frekvencna karakteristika zaprtozancnega sis-
tema

Za dolocitev stabilnosti zaprtozan¢nega sistema smo potrebovali le frekvenéno
karakteristiko odprtozancne prenosne funkcije G(s)H(s). Za celovitejso analizo
pa vcasih potrebujemo tudi frekvencno karakteristiko zaprtozancnega sistema.

Frekvencéno karakteristiko zaprtozancnega regulacijskega sistema je mozno dolociti
iz odprtozancne karakteristike. Postopki so enostavni zlasti v primeru, ¢e ima re-
gulacijski sistem enotino povratno zanko. Zato se bomo omejili predvsem na take
sisteme.

Slika 2.63 prikazuje regulacijski sistem z enotino povratno zanko.

R(s) Ges) C (s)‘

Slika 2.63: Regulacijski sistem z enotino povratno zanko

Zaprtozancéna prenosna funkcija je

Cls)  Gls)
R(s) 14 G(s)

(2.141)

Slika 2.64 prikazuje polarni diagram nekega odprtozancnega sistema G(jw). Na
polarnem diagramu izberimo tocko A, ki jo doloc¢a frekvenca w;. G(jw;) je podan
s kompleksorjem 0A. Dolzina kompleksorja podaja |G(jwi)|, kot @ pa je fazni
kot /[G(jw;)]. Kompleksor ﬁi, ki povezuje tocko —1+ 70 in tocko A, predstavlja
14+ G(jwy). Dolzina kompleksorja podaja |1+ G (jw)]|, kot © pa je Z[1+G(jwr)].
Kvocient obeh kompleksorjev predstavlja zaprtozancno frekvenéno karakteristiko.



120 2. ANALIZA REGULACIJSKIH SISTEMOV V FREKVENCNEM PROSTORU

Slika 2.64: Polarni diagram

(ﬁ: Gjwr) _ C(jw)
PA  1+G(w) R(jw)

(2.142)

Absolutna vrednost zaprtozancéne frekvencéne karakteristike pri frekvenci w; je
razmerje dolzin 0A in PA, fazni kot pri frekvenci w;, pa je @ — 6. Z ustreznimi
merjenji pri razlicnih frekvencah lahko dobimo zaprtozanéno frekvenéno karakte-
ristiko.

2.6.1 Preslikava polarnega diagrama - M in N krogi

S pomocjo preslikave odprtozanéne frekvencne karakteristike G(jw) s komplek-
sno funkcijo 156(;](%) bomo v kompleksni ravnini dolocili krivulje konstantne abso-
lutne vrednosti in konstantnega faznega kota zaprtozancnega sistema. Na ta nacin
bomo lahko iz polarnega diagrama odprtozancénega sistema odcitavali vrednosti

zaprtozancne frekvencne karakteristike.

Zapisimo frekvencno karakteristiko zaprtozancénega sistema v polarni obliki

C(]Ld) _ eja
o) = M (2.143)

M je absolutna vrednost, a pa fazni kot frekvencne karakteristike zaprtozanénega
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sistema.

Krivulje konstantne absolutne vrednosti (M krogi)

Zapisimo odprtozancno frekvencno karakteristiko v obliki realne in imaginarne
komponente

G(jw) = X +jY (2.144)

kjer sta X in Y realni vrednosti. Absolutna vrednost zaprtozancne frekvencne
karakteristike je dolo¢ena z izrazom

X 45V

M=——"—7"—— 2.145
14+ X +jY] ( )
S kvadriranjem enacbe (2.145) dobimo
X2+y?
M? = 2.146
(1+X)2+Y? (2.146)
Torej je
X231 — M?) —2M*X — M?* + (1 — M*)Y? =0 (2.147)
Ce velja M = 1, potem se enacba (2.147) glasi
1
X=—- (2.148)
2
Torej je to premica, ki je vzporedna imaginarni osi v ravnini G(jw).
Ce M # 1, pa velja enacba
2M? M?
X%+ X+ +Y?=0 (2.149)

M?2—1 M?2—1
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Ce obema stranema enacbe (2.149) pristejemo %, dobimo izraz

M2 \? M?
X Yo = 2.15
( +M2_1>+ (M2 =1)2 (2.150)

Enacba (2.150) je v kompleksni ravnini (X,Y’) krog s srediséem v tocki X =

M2 P M
—32—: ¥ = 0in s polmerom |3z

Kroge, za katere je absolutna vrednost zaprtozancne frekvencne karakteristike
konstantna, prikazuje slika 2.65. Imenujemo jih M krogi.

Slika 2.65: Druzina M krogov

Pri M — oo krogi limitirajo v tocko —1 4+ j0. Pri M — 0 pa limitirajo krogi v
tocko 0.

Krivulje konstantnega faznega kota (N krogi)

Ce je zaprtozancna frekvenéna karakteristika fzg:j; = Meé’® in je odprtozanéna

frekvencna karakteristika G(jw) = X + jY, velja
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X+jY
=/|— 2.151
[1 + X + jY} ( )
iz cesar sledi, da je kot «
Y Y
a= arctan(X> — arctan(l " X) (2.152)
Ce definiramo
tana = N (2.153)
potem je
Y Y
N = tan {arctan<X> — arctan(1 n X)] (2.154)
Ker velja tan(a — 3) = %, je
Y Y
X % Y
N—_ X X (2.155)
1+ % (%) X2+X+Y?
0Z.
2 o 1
X+X+Y _NY: (2.156)
Ce pristejemo i + ﬁ obema stranema zgornje enacbe, dobimo izraz
1\2 1\%2 1 1\?
X 4+ = Yy - — ) == — 2.1
( +2> +< 2 ) 4+<2N> (2.157)
ki predstavlja enacbo kroga s sredis¢em pri X = —%, Y = ﬁ in s polmerom

1 1
\ 4 + (2N)2Z-

Za razlicne fazne kote izracunamo N = tan « in nato nariSemo druzino krogov,
kot prikazuje slika 2.66. Druzino krogov imenujemo N krogi. Vsi krogi gredo
skozi tocki —1 + 70 in 0.
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a=20"(ali -340")
a=30"(ali -330")
a=40"(ali -320")
a=60"(ali -300")
a=80"(ali -280")
a=100"ali -260%)
a=120"(ali -240")

Slika 2.66: N krogi

Dolo¢enemu faznemu kotu pripada le del kroga. Tako npr. odseka za a = 60° in
a = —120° sestavljata en krog.

Postopek risanja zaprtozancne frekvencne karakteristike je naslednji: vzamemo
diagram, kjer so vértani M in N krogi. Nato v isti diagram vriSemo polarni
diagram G(jw). Presecisca polarnega diagrama in M, N krogov podajajo tocke
absolutne vrednosti in faznega kota zaprtozancnega regulacijskega sistema, pri
¢emer predpostavimo, da poznamo frekvence, ki pripadajo presecis¢em. Zlasti
je pomemben krog, ki je tangencialen glede na polarni diagram. Ta krog pred-
stavlja resonancni vrh zaprtozancnega sistema M,., saj doloca najvecjo absolutno
vrednost zaprtozancne frekvencne karakteristike.

Primer 2.14 S pomoc¢jo M in N krogov ter polarnega diagrama odprtozancne
prenosne funkcije doloc¢imo frekvencno karakteristiko zaprtozancnega sistema. Pri
tem izberimo tiste frekvence na polarnem diagramu, ki dolo¢ajo presecisca z vrisa-
nimi M krogi. Pri istih frekvencah seveda ne dobimo presecisc z vrisanimi N krogi,
zato si lahko pomagamo le z interpoliranjem.
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Postopek prikazuje slika 2.67.
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c¢) prenos v Bodejev diagram

Dolocevanje frekvencne karakteristike zaprtozancénega sistema z
b) dolocitev faznega kota

uporabo M in N krogov a) dolo¢itev absolutne vrednosti

Slika 2.67:



126 2. ANALIZA REGULACIJSKIH SISTEMOV V FREKVENCNEM PROSTORU

Dolocitev ojacenja za dosego predpisanega resonanc¢nega vrha s pomocjo
M krogov

Uporabnost M krogov bomo prikazali na primeru nacrtovanja ojacenja v regu-
lacijskem sistemu (npr. P regulatorja). Predpostavljamo, da imamo tako obliko
odprtozanéne prenosne funkcije K-G(s) (glej sliko 2.68), ki v zaprti zanki omogoca
resonancni vrh, t.j. neko maksimalno vrednost absolutne vrednosti frekvenéne
karakteristike M,..

C
R K > G(s) &

Slika 2.68: Regulacijski sistem
Slika 2.69 prikazuje, kaksen je kot, ki ga oklepa tangenta na M, krog.

A
Im

Slika 2.69: M, krog

Velja

M,
Mp-1|_
Mz

M2—1

sin ¥ = | (2.158)

Enostavno je mozno dokazati, da gre pravokotnica iz tocke P na negativno realno
os v tocko A = —1.
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Postopek za dolocitev ojacenja K, ki zagotovi ustrezni resonancni vrh M, za-
prtozancéne prenosne funkcije je naslednji:

G(w)
7

1. Narisemo polarni digram G;(jw) =

2. Iz izhodis¢a nariSemo poltrak pod kotom ¥ = arcsin(7r-) od negativne
realne osi.

3. NariSsemo krog, ki ima sredis¢e na negativni realni osi in se tangencialno
dotika polarnega diagrama in poltraka. Kjer se dotika poltraka, dobimo
tocko P.

4. Narisemo pravokotnico iz tocke P na negativno realno os (v tocko A).

5. Ce je slucajno tocka A v tocki —1+ j0, potem je K = 1, sicer pa je K = i.
Primer 2.15 Odprtozancna prenosna funkcija je

K

U R )

(2.159)

Dolo¢imo ojacenje K, tako da bo resonancni vrh zaprtozanéne prenosne funkcije
M, =1.4.

Najprej dolo¢imo

. G(jw) 1
G = = 2.160
@) = —p jw(l+ jw) (2.160)
Nato izracunamo kot ¥
¥ = arcsin — = 45.6" (2.161)

T

Nato nariSemo polarni diagram G (jw) in poltrak pod kotom 45.6° iz koordinat-
nega izhodisca. Konc¢no narisemo krog, ki je tangencialen na polarni diagram in
na poltrak in ima srediSce na realni osi. Tako dobimo tocko P. Pravokotnica iz
tocke P na negativno realno os doloca tocko A = —0.60.
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Torej je potrebno ojacenje

1
K=—=1.67 2.162
0.60 ( )

Ustrezen postopek prikazuje slika 2.70

G(»)
K

Slika 2.70: Dolocitev ojacenja s pomocjo M, kroga

2.6.2 Preslikava Nicholsovega diagrama

Zaprtozan¢no frekvencno karakteristiko lahko doloc¢imo tudi s preslikavo Nichol-
sovega diagrama.? V ravnini (L(w), #(w)) so krivulje konstantne absolutne vred-
nosti in krivulje konstantnega faznega kota zaprtozancénega sistema,® kot jih
prikazuje slika 2.71.

Postopek doloc¢itve zaprtozancéne frekvencne karakteristike je podoben kot v
primeru M in N krogov. Narisemo Nicholsov diagram in dolo¢imo presecisca
s krivuljami konstantne absolutne vrednosti in konstantne faze zaprtozancénega
sistema. Odcitane tocke prenesemo v zaprtozancni frekvencni diagram.

4Koordinatni sistem tvorita logaritem absolutne vrednosti L(w) in fazni kot &(w).
5Krivulje so analogne M in N krogom v kompleksni ravnini.
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Slika 2.71: Diagram za dolocitev zaprtozancne frekvencne karakteristike s
pomocjo Nicholsovega diagrama

Krivulja konstantne absolutne vrednosti, ki se dotika Nicholsovega diagrama,
doloca resonancni vrh in frekvenco.

Primer 2.16 Odprtozancna prenosna funkcija je

Gls) = s(s+ 1){;53 +1) k=1 (2.163)

Slika 2.72 prikazuje postopek za dolocitev frekvencne karakteristike zaprtozanénega
sistema. =
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Dolocevanje zaprtozancne frekvencne karakteristike s pomocjo
Nicholsovega diagrama

Slika 2.72:
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2.7 Pokazatelji kvalitete regulacije v frekven-
¢cnem prostoru

Pri analizi in nacrtovanju regulacijskih sistemov v ¢asovnem prostoru smo
uporabljali maksimalni prevzpon M, ¢as vzpona t, in umiritveni cas t; kot
inzenirske pokazatelje kvalitete delovanja regulacijskega sistema. Ce se le ta vede
v zaprti zanki podobno kot sistem 2. reda (dominantni konjugirano kompleksni
par korenov), potem smo navedli tudi relacije med inzenirskimi pokazatelji in
parametri sistema 2. reda ¢ in w, (w, > %, ¢ >0.6(1— M), o0="_w, > té)
Tudi pri analizi in nacrtovanju v frekvencnem prostoru uporabljamo inZenirske
pokazatelje, ki so prav tako v zvezi s ( in w,, ¢e se sistem priblizno vede kot
sistem 2. reda. Zato obstaja tudi korelacija ¢asovnih inzenirskih pokazateljev in
frekvencnih inzenirskih pokazateljev. Glavni frekvencéni pokazatelji so prikazani
na sliki 2.74.

Resonanc¢ni vrh M,

Obravnavali smo ga pri analizi frekvencne karakteristike sistema 2. reda. Odvisen
je od dusilnega koeficienta

1
M, = == (2.164)

Ustrezno delovanje regulacijskega sistema obic¢ajno zahteva 1.0 < M, < 1.4 (0
dB < M, [dB] < 3 dB), kar odgovarja dusilnemu koeficientu 0.4 < ¢ < 0.7.
Vecja vrednost resonancnega vrha povzroci prevelik maksimalni prevzpon M, v
casovnem prostoru. Relacijo med ¢, M, in M, prikazuje slika 2.73.

Resonanc¢na frekvenca w,
Resonanc¢na frekvenca w, je frekvenca, pri kateri pride do resonancnega vrha in

je pokazatelj hitrosti prehodnega pojava, torej je obratno sorazmerna s ¢asom
vzpona t,

Wy = wny/1 — 202 (2.165)
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Slika 2.73: Relacija med ¢, M, in M,

Pri majhnem dusilnem koeficientu je resonancna frekvenca priblizno enaka lastni
frekvenci w, = w,.

Ce ima regulacijski sistem dobro izrazen resonanéni vrh, pride lahko do pro-
blemov, ¢e nastopajo Sumni signali v okolici frekvence w,, kajti te frekvence se
ojacujejo.

Mejna frekvenca in pasovna Sirina (cutoff frequency, bandwith)

Frekvenca, pri kateri je logaritem absolutne vrednosti frekvencne karakteristike
za 3 dB manjsi kot pri frekvenci w = 0 (oz. pri nizkih frekvencah), se imenuje
mejna frekvenca (wy). Frekvenéno podroéje od w = 0 do w = wj pa se imenuje
pasovna Sirina. Ustrezne pokazatelje prikazuje slika 2.74.

Velja torej

Q

201og ?‘7 )

= 201log

(Jws)

o) |
) | 3dB (2.166)

Y

V povezavi z mejno frekvenco in pasovno Sirino si predstavljamo regulacijski
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Slika 2.74: Frekvencna karakteristika, ki prikazuje mejno frekvenco in pasovno
sirino

sistem kot filter, ki prepusca frekvence w < wj, in zadrzi frekvence w > wy,.

Na pasovno Sirino pretezno vpliva lastna frekvenca w,,. Ve¢ja vrednost w,, pomeni
veCjo pasovno §irino in krajsi ¢as vzpona. Obratna sorazmernost ¢asa vzpona in
pasovne §irine je znana lastnost filtrov.

Hitro reagiranje regulacijskih sistemov zahteva veliko pasovno Sirino, kar tudi po-
drazi izvedbo regulacijskega sistema. Na drugi strani prisotnost motilnih signalov
zahteva manjso pasovno Sirino, zato je treba obicajno izbrati nek kompromis.

Omenili smo torej nekatere inzenirske pokazatelje, ki jih uporabljamo pri obrav-
navi regulacijskih sistemov v frekvenénem prostoru. Pri tem ne smemo pozabiti
na osnovno zahtevo - stabilnost. V zvezi s tem moramo predvsem upostevati
fazni in ojacevalni razlocek.
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3.

Kompenzacijske metode za
nacrtovanje regulacijskih
sistemov

V tem poglavju bomo predstavili kompenzacijske metode za nacrtovanje regula-
cijskih sistemov. Kompenzacijo lahko definiramo kot spremembo odprtozancéne
prenosne funkcije G(s)H (s) tako, da dobi zaprtozancni regulacijski sistem zeleno
delovanje. Postopek, ki ga bomo obravnavali, je primeren za linearne, ¢asovno
nespremenljive in univariabilne sisteme. Prikazali bomo nekatere nacrtovalne
postopke s pomocjo diagrama lege korenov in s pomocjo Bodejevega diagrama.
Metode pokrivajo tako imenovan konvencionalni pristop pri nacrtovanju regula-
cijskih sistemov, z uporabo modernih CACSD programskih orodij pa jih je mozno
ucinkovito in enostavno uporabljati.

3.1 Osnove kompenzacijskih metod

Dolocitev zahtev za delovanje regulacijskega sistema

Dolocitev zahtev za ustrezno delovanje regulacijskega sistema predstavlja najpo-
membnejso fazo pri nacrtovanju. V grobem lahko zahteve razdelimo v:
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e Zahteve za delovanje v ustaljenem stanju (pogresek ey, konstante pogreskov,
Ky, Ky, K).

e Zahteve za vedenje v prehodnem pojavu (Cas vzpona, umiritveni ¢as, maksi-
malni prevzpon kot inzenirski kriteriji oz. { in w,,, ¢e so direktno predpisani
dominantni poli).

e Zahteve v zvezi s frekvencno karakteristiko (ojacevalni in fazni razlocek, re-
sonané¢ni vrh, pasovna Sirina).

Vcasih so te zahteve podane v obliki natan¢nih numeriénih podatkov, vcasih pa
tudi v bolj opisni (kvalitativni) obliki. Vseh zahtev ni vedno mogoce izpolniti, ker
so si med seboj v protislovju ali ker zahtevajo prevec¢ zahtevno izvedbo kompen-
zatorja, zato jih je potrebno v nacrtovalnem postopku véasih spremeniti. Zelo je
pomembno, da ne podamo bolj strogih zahtev, kot je potrebno in da dolo¢imo,
katere zahteve so pomembnejse.

Konvencionalni pristop pri nac¢rtovanju

Zahteve, ki smo jih podali, so tipi¢ne za uporabo t.i. konvencionalnega pristopa
pri nacrtovanju regulacijskega sistema. Za tovrstni postopek nacrtovanja kom-
penzatorjev je znacilno, da obicajno ni enoumno izvedljiv, ampak zahteva vec
poizkusov. Po nac¢rtovalnem postopku je treba preveriti, ¢e so izpolnjene vse zah-
teve in ¢e niso, ga je potrebno ponoviti. Pri tem so izredno pomembne izkusnje
nacrtovalca, ki lahko precej zmanjsajo Stevilo poizkusov.

Osnovne ideje kompenzacije

Neustrezno delovanje regulacijskega sistema je sicer mozno izboljsati s preob-
likovanjem dinamic¢nih lastnosti procesa. Toda taksen pristop je le malokdaj
izvedljiv. Zato se bomo omejili na primere, ko dinami¢no obnaSanje spremenimo
s kompenzacijskim regulatorjem (kompenzatorjem).

Pri vsakem nacrtovanju najprej preverimo, ali je mozno samo s spremembo
ojacenja doseci ustrezne zahteve. Ce to ni mozno, je potrebno vgraditi dinamicni
kompenzator.



3.1. OSNOVE KOMPENZACIJSKIH METOD 137

Polarni diagram zelo nazorno prikaze osnovno idejo kompenzacije, ¢eprav se v
postopkih pogosteje uporabljata Bodejev diagram in DLK. Slika 3.1 prikazuje
polarna diagrama odprtozanénega sistema

Im[GH]A
M=1.25 o
0 - »
/// ‘/\'\ 0 |Re[GH]
K=100 g ! Srednjefrekvencni
B - — AN del
o=0 _ _
R i
- \ L
, Polarni diagram
N kompenziranega
\ sistema
~ 8 Nizkofrekvencni i
del
K=1.2
—12r (o=0l i
—15 —10 -5 0

Slika 3.1: Polarni diagram sistema 1. vrste

K
s(s+1)(0.0125s + 1)

G(s)H(s) = (3.1)

pri vrednostih K = 1.20 in K = 100. Ojacenje K = 1.2 zagotavlja dovolj velik
ojacevalni in fazni razlocek ter resonancni vrh M, = 1.25, ojacenje K = 100 pa bi
v primeru stabilnega delovanja! zagotavljalo dokaj natancno delovanje v ustal-
jenem stanju pri linearno narasc¢ajo¢em referencnem signalu enotinega naklona

=— =001 3.2
N (32)

S spremembo ojacenja torej ne moremo izpolniti obeh zahtev.

1V tem primeru je sistem nestabilen
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Osnovna ideja kompenzacije je v tem, da s pomoc¢jo kompenzacijskega regu-
latorja dosezemo polarni diagram, ki je na sliki 3.1 prikazan c¢rtkano. Na ta
nacin dosezemo ustrezno delovanje v ustaljenem stanju, za katerega je odlocilen
nizkofrekvenéni del polarnega diagrama, ter ustrezen ojacevalni in fazni razlocek
(0z. resonancni vrh), za katerega je odlocilen del polarnega diagrama pri srednjih
frekvencah, t.j. okoli resonancne frekvence. To lahko naredimo na dva nacina:

a) Modificiramo karakteristiko za K = 100 pri srednjih in vigjih frekvencah.
V tem primeru je v tem frekvenénem podroc¢ju potreben premik karak-
teristike v obratni smeri urinega kazalca - v odprtozancni karakteristiki je
potrebno zmanjsati fazno zaostajanje oz. uvesti fazno prehitevanje. To nam
omogoca prehitevalni (lead) kompenzator.

b) Modificiramo karakteristiko za K = 1.2 pri nizkih frekvencah.
V tem frekvencnem podrocju je potrebno dodati fazno zaostajanje. To nam
omogoca zakasnilni (lag) kompenzator.

Kompenzacijo v regulacijskih sistemih izvajamo z zakasnilnimi, prehitevalnims
ter z ustrezno kombiniranimi (zakasnilno - prehitevalnimi) kompenzatoryi.

Vrste kompenzacijskih metod

Slika 3.2 prikazuje dva najpogostejsa nacina za preoblikovanje dinamic¢nih karak-
teristik regulacijskega sistema.

Slika 3.2a prikazuje shemo, v kateri je kompenzacijski regulator Gk (s) v zaporedni
povezavi s procesom G(s). Zato to kompenzacijo imenujemo zaporedna kompen-
zacija. Drugi mozni nacin pa prikazuje slika 3.2b. V tem primeru je kompenzator
vkljuéen v notranjo povratno zanko. Taki kompenzaciji pravimo povratnozancéna
kompenzacija. Izbira ene ali druge metode zavisi od dostopnih signalov, od regula-
cijskih elementov, ki jih imamo na voljo, od izkusenj nacrtovalca, od ekonomskih
faktorjev itd.

Zaradi enostavnosti se bomo omejili le na zaporedno kompenzacijo. Glede na
uporabljeno metodo v na¢rtovalnem postopku si bomo ogledali:

e nacrtovanje s pomocjo diagramov lege korenov,

e nacrtovanje s pomocjo frekvencnih (Bodejevih) diagramov.
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G(s) »  G(s) >
a) -
H(s) |«
Gi(s) G,(s) >
b) Gi(s) |«
H(s) |«

Slika 3.2: Kompenzacijske metode a) zaporedna kompenzacija
b) povratnozancna kompenzacija

Nacrtovanje s pomocjo diagramov lege korenov

Diagram lege korenov v prvi vrsti uporabimo, ¢e so zahteve vodenja za-
prtozan¢nega sistema podane z lego dominantnega para polov (¢, wy). Ker DLK
prikazuje potek zaprtozancénih polov pri spreminjajocem ojacenju, nam zelo na-
zorno prikaze, ali je Zze s samo spremembo ojacenja mozno doseci ustrezno lego
polov. Ce to ni mozno, je potrebno v zanko vkljuéiti dodatne pole in nicle, t.j.
dinamicni kompenzacijski requlator. Ta mora tako preoblikovati DLK, da le-ta
poteka skozi zeleni dominantni par polov.

Dodatni pol v odprtozanéni prenosni funkciji G(s)H (s) uc¢inkuje na DLK tako,
da ga premakne v desno. S tem se zmanjSa relativna stabilnost ter upocasni
prehodni pojav. Posebni primer takega pola je pol v koordinatnem izhodiséu.?
Slika 3.3 prikazuje uc¢inek dodatnih polov k sistemu 1. reda.

Dodatna nicla v odprtozancéni prenosni funkciji premakne DLK proti levi. Zato
postane zaprtozancni sistem stabilnejsi in hitrejsi. Posebni primer take nicle je
nicla v koordinatnem izhodiscu.®  Slika 3.4 prikazuje ucinek dodatne nicle pri
sistemu 3.reda. Vidimo, da ni¢la neglede na lego stabilizira sistem.

2Tak pol da sistemu integrirni znacaj
3Taka ni¢la da sistemu diferencirni znacaj
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Qy

Qy
Qy

a) b) )

Slika 3.3: a) DLK sistema 1. reda
b) u¢inek dodatnega pola
¢) u¢inek dodatnega pola h konfiguraciji b

jos Jo
» K—»
(¢) (e)
2) b)
. A . A
JO Jo
> < »
(¢} (¢}
¢) d

Slika 3.4: a) DLK sistema 3.reda
b),c),d) uéinek dodatne nicle
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Nacrtovanje s pomocjo frekvencnih diagramov

Ustrezen prehodni pojav je ponavadi najpomembnejsi pri na¢rtovanju regulacij-
skih sistemov. Medtem ko je pri uporabi DLK lega dominantnih polov v zelo
direktni relaciji s prehodnim pojavom, pa je ta relacija pri uporabi frekvencnih
metod bolj indirektna. V tem primeru je prehodni pojav dolocen s faznim
in ojacevalnim razlockom, resonancnim vrhom, resonancno frekvenco, pasovno
girino in z ustrezno konstanto pogreska (ki vpliva na pogresek v ustaljenem
stanju). Pri tem se najpogosteje uporablja Bodejev diagram. V njem se namreé¢
zelo nazorno vidi ucinek frekvenéne karakteristike dodanega kompenzatorja, saj
jo je potrebno le pristeti odprtozancéni prenosni funkeiji.

Nizkofrekvenéno podroc¢je Bodejevega diagrama (w < wy) doloca vedenje v ustal-
jenem stanju zaprtozancnega sistema. Srednjefrekvencéno podroéje (okoli wy in
wy) doloca relativno stabilnost. Visokofrekvenéno podrocje (w > wi) doloca
obic¢ajno kompleksnost sistema.

V stevilnih prakticnih primerih temelji kompenzacija s pomocjo frekvenénih
metod na zagotovitvi pa tudi kompromisu med vedenjem v ustaljenem stanju
in ustrezno relativno stabilnostjo.

V grobem je nacrtovalni postopek obic¢ajno naslednji: najprej nastavimo tako
ojacenje, da zagotovimo potrebno konstanto pogreska oz. ustrezno vedenje v
ustaljenem stanju. Nato nariSemo Bodejev diagram nekompenziranega odprto-
zanénega sistema z upostevanjem prej doloéenega ojacenja. Ce niso izpolnjene
zahteve ojacevalnega in faznega razlocka, je potrebno z dinami¢nim kompenzacij-
skim regulatorjem preoblikovati Bodejev diagram. Sele ko to dosezemo, skusamo
izpolniti Se kaksne dodatne kriterije, Ce le ti niso protislovni prejsnjim. Pri tem
so pomembne tudi dolocene izkusnje o tem, kaksne so zelene in nezazelene oblike
frekvencnih karakteristik.

Znacilnosti prehitevalnega, zakasnilnega in prehitevalno-zakasnilnega
kompenzatorja

Prehitevalni kompenzator obi¢ajno nac¢rtamo tako, da ima velik u¢inek na pre-
hodni pojav in majhen ucinek na ustaljeno stanje. Lahko ojacuje srednje
frekvencne in visokofrekvencne signale. Zakasnilni kompenzator pa zmanjsuje
pogresek v ustaljenem stanju vendar delno na racun hitrosti prehodnega pojava.
Dusi visokofrekvencne signale. Prehitevalno-zakasnilni kompenzator zdruzuje
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lastnosti obeh. Medtem ko prva dva kompenzatorja povecata red sistema za
ena, pa slednji poveca red za dve (¢e ne pride do morebitnega krajsanja polov z
niclami).

Izvedba kompenzatorjev

Obstajajo razliéni nac¢ini za izvedbo kompenzatorjev: s pomoc¢jo pnevmatskih,
hidravlicnih ali mehanskih elementov, s pomocjo RC vezij, z elektronskimi vezji
ali pa z ustrezno programsko opremo (realizacija diferencialnih oz. diferencnih
enacb) v procesnih racunalnikih. Slika 3.5 prikazuje elektronski kompenzator, ki
je lahko prehitevalni ali zakasnilni.

1= S ¢, %
e R
T I R,
| i L L
b TR R,
R e e e T
(I +
Efs) E(s) E(s)
O O

Slika 3.5: Prehitevalni ali zakasnilni kompenzator

Ker sta vhodna in povratnozancna impedanca

Rl RQ
= ——1—— ly= —i— 3.3
! RlCls +1 2 RQCQS +1 ( )
velja, da je prenosna funkcija kompenzatorja
E, RyZy RyRyRiCis+1  RyCis+ g
Crels) = (s)  RuZy ReRiRiCis+1 Ry RiCh (3.4)

Ei(s)  RsZi RiRsRsCos+1  RyCys+ i

Slika 3.6 prikazuje tudi razna druga elektronska kompenzacijska vezja, ki vkljucujejo
tudi razne oblike PID regulatorjev.
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Vrste
kompenzatorja G(s)= E() Elektronsko vezje
oz. regulatorja E(s)
R
1 P - R,Z
R, )i
2 ! R, RCys
R, R
3 L +
PD R R (R,Cs+1)
4 - R, R, RCys+l
R, R, R,Cys
R, R, (RCs+)R,Cxs+tl)
5 PID W
R, R, R,Cys
Prehitevalni R R RCs+I
ah 4 2 1~
0 zakasnilni R, R, RCs+l
C
Rooc B W .
D R 0
Zakasnilno | Rs R, [(R,HR)Cis+1](R,Cos+1 :(;& 3
7| prehitevalni Rs R; (R,C,s+1)[(R,+R,)Cs+1] R,
Ew E(s)

Slika 3.6: Elektronska vezja, ki se lahko uporabljajo kot razlicni kompenzacijski
regulatorji
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3.2 Prehitevalna kompenzacija

3.2.1 Prehitevalni kompenzacijski regulator

Enacba (3.4) predstavlja prehitevalni kompenzacijski regulator, ¢e velja R1Cy >
RyC5. V splosni obliki ga podaja izraz

1
S+ 7

1
S+ ar

GK(S):KK O<axl (35)

pri cemer je v primeru elektronskega regulatorja

RyCy R4Cy
T=RC = Kk = 3.6
YT RG K7 RyCy (3.6)
Prehitevalni kompenzator ima niclo pri s = —% in pol pri s = _a%v torej je

nicla vedno desno od pola oz. blize koordinatnemu izhodis¢u. Zato ima nicla
odlocilnejsi vpliv, torej prehitevalni kompenzator premakne DLK v levo. Ustrezno
lego pola in nicle prikazuje slika 3.7.

Slika 3.7: Pol in nicla pri prehitevalnem kompenzacijskem regulatorju

a je torej razmerje med lego nicle in lego pola. Minimalni « je odvisen od nacina
realizacije kompenzatorja. Obicajno ga izberemo tako, da je 1 > a > 0.1.

Slika 3.8 prikazuje polarni diagram prehitevalnega kompenzatorja

JwT +1

Grljw) = Kxa————
K(jw) KajwaT—l— 1

0<a<l) (3.7)
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ImA

/m:0 -

J(1+

q
q
\

Slika 3.8: Polarni diagram prehitevalnega kompenzatorja

za K = 1.

Vidimo, da je fazni kot na celotnem frekvenc¢nem podroc¢ju pozitiven. Tangenta iz
koordinatnega izhodis¢a na polkrog doloca maksimalno fazno prehitevanje ®,,,,
pri frekvenci wy,q,

T
e

= 11—«
in @, = —2— = 3.8
0Z. .
D0 = Arcsin a (3.9)
+«

in torej zavisi le od razmerja . Ce je minimalni mozni o = 0.1, potem je mak-
simalno mozno prehitevanje @,,,, = 55°. Kadar nacrtovalni postopek zahteva
a < 0.1 0z. Ppee > 55°, lahko uporabimo dva zaporedno povezana kompen-
zatorja (to je potrebno pri elektronski izvedbi, pri racunalniski izvedbi pa lahko
dosezemo poljubna fazna prehitevanja).

Slika 3.9 prikazuje Bodejeve diagrame prehitevalnega kompenzatorja za K = 1
pri razlicnih konstantah «. Vidimo, da sta lomni frekvenci w = % inw = %
Maksimum fazne karakteristike se nahaja v geometriéni sredini med lomnima

frekvencama

Wmazr — ﬁ (310)
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Slika 3.9: Bodejev diagram prehitevalnega kompenzatorja
brez du

pa se prenasajo

Kompenzator se obnasa kot visokopasovni filter. Nizke frekvence zadrzi, visoke
korenov

3.2.2 Prehitevalna kompenzacija s pomo
Diagram lege korenov uporabimo, ¢e so podane naslednje zahteve:
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dusilni koeficient,

lastna frekvenca,

maksimalni prevzpon,

cas vzpona,

umiritveni ¢as,

147

to so zahteve, ki so direktno povezane s ¢asovnim odzivom.

Prehitevalno kompenzacijo uporabimo, ¢e je zaprtozancni sistem nestabilen, ali
¢e ima preve¢ nihajo¢ prehodni pojav, kar pomeni, da je potrebno DLK pre-
makniti bolj proti levi, tako da dobimo ustrezni dominantni par korenov. Shemo
za zaporedno kompenzacijo prikazuje slika 3.10.

L Gy(s)

\ 4

G(s)

C(s)

Slika 3.10: Regulacijski sistem s prehitevalnim kompenzacijskim regulatorjem

Postopek nac¢rtovanja lahko opiSemo v naslednjih tockah:

1. Iz danih zahtev dolo¢imo zeleno lego dominantnih zaprtozancnih polov.

2. Narisemo DLK nekompenziranega sistema (G(s)). Ugotovimo, ali je mozno
samo s spremembo ojacenja doseci zelene pole. To je mozno v primeru, ce

DLK ze poteka skozi zahtevane pole.

3. Ce to ni mozno, je potrebno uporabiti prehitevalni kompenzator, ée poteka
DLK nekompenziranega sistema desno od Zelenih polov.? Nato izra¢unamo,
kaksen kot prehitevanja (kot A) mora vnesti prehitevalni kompenzator, da
tocki, ki dolocata zelena pola, postaneta tocki DLK kompenziranega sistema

(da je izpolnjen kotni pogoj).

4Prehitevalni kompenzator premakne DLK proti levi
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4. 1z znanega kota A dolo¢imo niclo s = —% in pol s = —% prehitevalnega
kompenzatorja
s+ %
Gk(s) = Kk i 0<a<l (3.11)
8 —_—
aT

Kot A je mozno doseci z razlicnimi legami pola in nicle, torej z razlicnimi
konstantami a. Obicajno Zelimo doseci ¢im vecji o, saj nam to povecuje
konstanto pogreska oz. zmanjsuje ustaljeni pogresek. Vendar v primeru, ¢e
je podana zahteva za konstanto pogreska, raje uporabimo Bodejev diagram.

5. Iz pogoja absolutne vrednosti (v Zzelenih polih) dolo¢imo odprtozancno
ojacenje kompenziranega sistema in nato potrebno ojacenje kompenzatorja
Kg.

6. Po koncanem postopku vedno preverimo, ali smo izpolnili vse zahteve. Ce
jih nismo, moramo postopek ponoviti. Kadar je predpisana velika konstanta
pogreska, je potrebno dodati zakasnilni kompenzator, tako da dobimo pre-
hitevalno - zakasnilni kompenzator.

Pri uporabi postopka moramo preveriti, ali je doseZeni konjugirano kompleksni
par polov dejansko dominanten, saj v nasprotnem primeru ne doseZemo Zelenih
ciljev.

Primer 3.1 Slika 3.11 prikazuje blo¢ni diagram nekompenziranega regulacijskega
sistema.

R(5) ; cts)
s(s+2) -

Slika 3.11: Nekompenzirani regulacijski sistem

S primernim kompenzacijskim regulatorjem zelimo doseci tako lego dominant-
nega para zaprtozanénih polov, da bo w, = 4rds™!, ¢ pa naj pri tem ostane
nespremenjen.

Odprtozancna prenosna funkcija je torej
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C(s) 4 B 4
R(s) $2+25s4+4 (s+1+jV3)(s+1—3jV3)

torej sta zaprtozancna pola

s12 = —1% V3= —Cw, £ jw,\/1 -2

Dusilni koeficient in lastna frekvenca nekompenziranega sistema sta

¢(=0.5 Wy = 2rds™!

konstanta hitrostnega pogreska pa je

K, =2s!

Slika 3.12 prikazuje DLK regulacijskega sistema

Kot, ki ga oklepa linija ( = 0.5 z realno osjo je

¥ = arccos(—() = 120°
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(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Slika 3.12 prikazuje tudi lego zelenih zaprtozanénih polov (six ok = —2 +j2V/3).

Vidimo, da zelene lege ni mozno dosec¢i s spremembo ojacenja. DLK je treba
nekoliko premakniti v levo s pomocjo prehitevalnega kompenzatorja. Ker je kot

nekompenziranega sistema G(s) v tocki sy

LG(sik)] = —L]sik] — Lsix +2] = =¥ — 90° = —210"

(3.18)
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Zelena
zaprtozancna pola

Zaprtozancna pola
nekompenziranega
sistema

g=0.5\
S
P

CRTOVANJE REGULACIJSKIH SISTEMOV

1K

T

Slika 3.12: DLK regulacijskega sistema

mora v zanki prehitevalni kompenzator v tocko P vnesti 30° faznega prehitevanja,
da bo rezultanéni kot —180° in da bo tocka P pripadala DLK zaprtozancnega

sistema. Torej je kot kompenzatorja

A\ = 30°

Ustrezen prehitevalni kompenzator bomo

(3.19)

doloéili s pomocjo slike 3.13.

s Jjo
y IK o
A7/
2 2
2\ Y
C /Pp B D |9z N >
1 ]]’ 0 G
ol -

T

Slika 3.13: Dolocitev pola in ni¢le prehitevalnega kompenzatorja

Kot, ki ga prehitevalni kompenzator
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s+ &
G =K T 3.20
K (s) KoL (3.20)

vnasa v tocko sk (tocka P), je

1 1
|Gk (s1k)] = ¢ [SlK + T} —/ [811( + aT}: Yz — pp (3.21)
Ker velja
op + (180° — ¢z) + A = 180° (3.22)
0z.
A= Yz — Pp (323)
je

Iz slike 3.13 je razvidno, da vsak kompenzator, katerega trikotnik C'DP ima
v ogliséu P kot A = 30°, izpolnjuje zahteve. Za to¢no doloéitev pola in nicle
bomo izbrali postopek, ki zagotavlja najve¢jo mozno vrednost « in s tem najvecjo
konstanto pogreska.

V tocki P narisemo horizontalno linijo (PA). Narisemo tudi povezavo med tocko
P in koordinatnim izhodiséem 0. Razpolovimo kot med PA in PO in dobimo
povezavo do tocke B. Nato nariSemo liniji PC' in PD tako, da na vsako stran
povezave PB odmerimo kot % Ker velja tudi

YHEAFY=V (3.25)
0Z. G
lahko dobimo lego nicle s = —% tudi tako, da od povezave PO odmerimo kot ~.
Pol s = —O%T pa dobimo tako, da od povezave PD odmerimo kot A.

Slika 3.14 prikazuje lego nicle in pola kompenzatorja in ustrezno preoblikovani
DLK kompenziranega sistema.
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jd‘

4L 4

P
15 45°
2, _
o
m
5 C B _D .
-5.4 29 2 0 G

72, _
74, _

-8 -6 —4 -2 0 2

Slika 3.14: DLK kompenziranega sistema

Torej ima prehitevalni kompenzacijski regulator ni¢lo pri

s=—29 (3.27)

in pol pri
s =—5.4 (3.28)

Prenosna funkcija kompenzatorja je

s+ 2.9
= Kp—= 2
GK(S) Ks + 54 (3.29)

Odprtozancna prenosna funkcija kompenziranega sistema je

. s+29 4 K(s+209)
Gr(s)Gls) = KKS +545(s+2)  s(s+2)(s+5.4) (3:30)
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pri cemer je K = 4K . Ojacenje K dolo¢imo tako, da je izpolnjen pogoj abso-
lutne vrednosti v tocki P

K(s+2.9) _q (3.31)
s(s+2)(s+5.4) =21 2V3
Zgornja enacba je izpolnjena pri
K =187 (3.32)
Torej je ojacenje kompenzatorja
K
Kk = i 4.68 (3.33)

in koncna oblika prehitevalnega kompenzacijskega regulatorja

s+29
s+54

Gx(s) = 4.68 (3.34)

Slika 3.15 prikazuje ustrezno realizacijo z elektronskimi komponentami.

10uF
gl I
46.8 kQ
I L]
o — [8.5 k2 10 kQ
i
34.5 kO 4(>\ L] :(>~—o
E(s
© E(s) E(s)
o] O

Slika 3.15: Elektronski prehitevalni kompenzator

Z upostevanjem enacbe (3.4) in ustreznih vrednosti elektronskih komponent do-
bimo izracunani kompenzator.
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Potem, ko smo nacrtali kompenzator, je potrebno preveriti, ali smo res dosegli
predpisane zahteve. Ceprav zahtev za konstanto hitrostnega pogreska nismo po-
dali, jo vseeno izracunajmo

K, = lim sG(s)G(s) = 5.02s! (3.35)

Torej smo to konstanto povecali, kar pomeni, da bo pogresek v ustaljenem stanju
kompenziranega sistema manjsi, kot pri nekompenziranem sistemu. Preverimo
Se, ali sta dosezena pola res dominantna, torej ¢e sta ( in w, pravi merili za
vrednotenje prehodnega pojava. Zaprtozancni kompenzirani sistem je 3. reda in
karakteristicna enacba je

(s+2+72V3)(s+2— j2v3)(s +3.4) =0 (3.36)

Tretji pol je torej pri s = —3.4 in ni preve¢ oddaljen od dominantnega para.
Vendar je ta pol precej blizu odprtozanéne in hkrati zaprtozancne nicle pri s =
—2.9, tako da je njegov vpliv na prehodni pojav majhen. Zato lahko zaklju¢imo,
da kompenzacija deluje v redu.

Slika 3.16 prikazuje odziva nekompenziranega in kompenziranega sistema na
stopnicasto spremembo reference. Kompenzirani sistem ima kljub enakemu
dusilnemu koeficientu ¢ nekoliko veéji prevzpon, saj je nicla (pri s = —2.9) neko-
liko blizje koordinatnemu izhodiséu kot pol (pri s = —3.4).

Ustrezno delovanje kompenzatorja bi dosegli tudi v primeru, ¢e bi izbrali niclo
pri s = —2 in pol pri s = —4, saj tudi ta kombinacija zagotovi A = 30°. V
tem primeru bi nicla kompenzatorja krajsala pol procesa, zato bi bil rezultancni
regulacijski sistem 2. reda. Zaradi manjSega « bi dosegli nekoliko slabse delovanje
v ustaljenem stanju (K, = 4s™1). Z razlicnimi kombinacijami polov in nicel je
torej mozno do neke mere upostevati tudi zahteve za K,. Za strozje zahteve (velik
K,) pa je potrebno dodati zakasnilni kompenzator.
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1.4

e
127 — Nekompenzirani sistem 1

1’ _——

0.6" Kompenzirani sistem

0.4[ ]

0.2] ]

0 2 4 6 8 10
t

Slika 3.16: Odziva nekompenziranega in kompenziranega sistema na stopnicasto
spremembo reference

3.2.3 Prehitevalna kompenzacija s pomoc¢jo Bodejevega
diagrama

Bodejev diagram uporabimo, ¢e so podane naslednje zahteve:

konstanta pogreska,

fazni razlocek,

ojacevalni razlocek,
e pasovna Sirina,

e resonancni vrh.

Shema za ustrezno kompenzacijo je enaka kot na sliki 3.10. Osnovna ideja je
razvidna iz slike 3.1 z ustrezno razlago prehitevalne kompenzacije. Postopek
lahko opisemo v naslednjih tockah:

1. Kompenzator®

5Predpostavimo prehitevalni kompenzator, ¢eprav se bo to izkazalo Sele pod toécko 4.
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1
S‘f‘f
1

S+ﬁ

Gk(s) = Kk 0<a<l (3.37)

zapisemo ob upostevanju Kxa = K v obliko, primerno za Bodejevo analizo

Ts+1

G =K——— 3.38
K (s) als+1 ( )

Zato je odprtozancéna prenosna funkcija kompenziranega sistema

Ts+1 Ts+1 Ts+1
G G(s)=K———G(s) = —KG(s) = ——G 3.39
K(5)G(s) als+1 () als+1 () al's+1 i(s) )
pri cemer je

G1(s) = KG(s) (3.40)

Ts+1

Tako spremenjeni kompenzator 75

ima ojacenje 1.

2. Doloc¢imo konstanto K tako, da so izpolnjene zahteve v ustaljenem stanju
(konstante pogreska).

3. S tako dolocenim K nariSemo Bodejev diagram nekompenziranega sistema
G1(s) in iz njega dolo¢imo fazni razlocek.

4. Ce je fazni razlocek premajhen, moramo uporabiti prehitevalni kompen-
zator. Dolociti moramo, kaksno fazno prehitevanje @,,,, moramo dodati
v zanko. Pri tem je potrebno upostevati, da mora biti ta kot nekoliko
veCji od izraCunanega, saj ustrezno definirani prehitevalni kompenzator
(ki ima ojacenje 0dB pri nizkih frekvencah) povzroci ojacenje pri visokih
frekvencah, zato se w; pomakne v desno, kar zmanjsuje fazni razlocek.

5. S pomocjo enacbe

]_ _
sin @, — — (3.41)
1+«

dolo¢imo razmerje med niclo in polom «, ki omogoca fazno prehitevanje
Dpraz- Ker ima kompenzator maksimum pri

Wmaxr — ﬁ (342)

vnasa pri tej frekvenci ojacenje
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1+ jwT 1
- = 3.43
‘1 + jwaT ‘w_ 1 Ya (343)
=i
Zato moramo wy,,, izbrati tako, da bo pri tej frekvenci
. 1
201og |G (jwmaz)| = —20log (3.44)

Va
kar pomeni, da bo wy,,., frekvenca, kjer bo absolutna vrednost kompenzi-
ranega sistema 0dB.

6. Iz enacbe wy,q, = ﬁ dolo¢imo pri predhodno izracunanih w,,,, in a kon-
stanto 1" in tako imamo

niclo pri s = —%
in pol pri s = —O%T
7. Konc¢no doloc¢imo Se ojacenje kompenzatorja
K
Kp="— (3.45)
o

8. Iz Bodejevega diagrama kompenziranega sistema preverimo, ¢e so izpol-
njene vse zahteve. Ce niso, je potrebno postopek ponoviti.

Primer 3.2 Regulacijski sistem, ki ga prikazuje slika 3.17, zelimo kompenzirati
tako, da bo konstanta hitrostnega pogreska

K, =20s"" (3.46)
fazni in ojacevalni razlocek pa vsaj

¢, =50° K, =10dB (3.47)

Ob predpostavki, da potrebujemo prehitevalni kompenzator
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R(s) 4 C(s)
s(s+2)

Slika 3.17: Regulacijski sistem

L Ts+1
T g st (3.48)

=K
GK(S) Ks+ﬁ als+1

definiramo

4K

= KG(s) = 3.49
Guls) = KG(s) = s (3.49)

Nato dolo¢imo konstanto K, da izpolnimo pogoj za K,
K, = lim sGre(5)G(s) = lim s 2 Gy (s) = lim 5G4 () = 2K = 20 (3.50)

v = 1S K(s) (@—gﬂ%sm 1(5)—813(1)5 1(s) = = (3.
K =10 (3.51)
Nato narisemo Bodejev diagram
. 40 20

Gi(jw) = = (3.52)

jw(jw+2)  jw(0.5jw+1)
Le-tega prikazuje slika 3.18

Iz slike vidimo, da je fazni razlocek &,, = 17° in ojacevalni razlocek K,, = oo.
Torej je fazni razloc¢ek premajhen in sistem je prevec oscilatoren. Zato je potrebno
dodati fazno prehitevanje. Ker je fazni razlocek ”premajhen” za 33°, izberemo
tak kompenzator, ki uvaja nekoliko vecje prehitevanje (dodamo npr. 5°)

Pz = 38° (3.53)
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(3.55)

107
11—«
14+«
Iz znanega « dolo¢imo frekvenco wy,.., ki zadosca enacbi

a=0.24

Slika 3.18: Bodejev diagram Gy (jw)
sin @,

100

Iz enacbe
dolo¢imo
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201og |G1 (jwmaz)| = —20log —= = —6.2dB (3.56)

b
Ja

Iz Bodejevega diagrama sistema G (jw) vidimo, da je to frekvenca

Wimaz = Irds™! (3.57)
Iz enacbe wyqp = ﬁ dolo¢imo
T =0.227 (3.58)
torej je nicla kompenzatorja pri
Ll (3.59)
s=-—5=-4 :
in pol pri
ol gy (3.60)
S=—_T7= . :
Ojacenje kompenzatorja je
K
K =—=41.7 (3.61)
o

prenosna funkcija pa

s+441 02275+ 1

B R A 1) bt
Gxcls) T 184 0.054s + 1

(3.62)

V Bodejevem diagramu obravnavamo sistema G1(s) = 10G(s) in kompenzator
fo—o(s) (ojacenje 0dB pri nizkih frekvencah), tako da je odprtozancna prenosna

funkcija kompenziranega sistema
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(3.63)

9 10G(s) = Gr(5)G(s)

10

Gk (

Slika 3.19 prikazuje Bodejev diagram kompenziranega sistema.

L(w)[dB]

102
(O]

18.4

4.41

100

D(w)[]

102

107

100

Slika 3.19: Bodejev diagram kompenziranega sistema

Slika 3.20 pa prikazuje blo¢ni diagram kompenziranega regulacijskega sistema.

Iz slike 3.19 vidimo, da je
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R(s) 41.7(s+4.41)| ] 4 C(s)
s+18.4 s(s+2) -

Slika 3.20: Bloc¢ni diagram kompenziranega regulacijskega sistema

K, = ~

torej smo izpolnili vse zahteve. Ker smo frekvenco w; premaknili v desno, je
sistem postal hitrejsi.

Slika 3.21 prikazuje polarni diagram nekompenziranega sistema G4 (jw)® in kom-
penziranega sistema G (jw)G(jw).

2
1L 4
M=3.1—,
o N0
7" [ 6 ]0 _
4
6
72 |- |
4
st G, (jo) f
0=3
74 [ |
"G, (j0)G (o)
75 1 |
-6 —4 -2 0

Slika 3.21: Polarni diagram G;(jw) in Gk (jw)G(jw)

Iz polarnih diagramov vidimo, da je resonanc¢na frekvenca zaprtozanénega nekom-
penziranega sistema (slika 3.17) priblizno w, = 6rds™!, pri kompenziranem sis-
temu (slika 3.20) pa je w, = Trds™!, kar pomeni, da smo razsirili tudi pasovno

5To je Ze delno kopmenzirani sistem (z ojacenjem )
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Sirino zaprtozancnega sistema. Prav tako se je resonancni vrh zmanjsal iz
M, = 3.1 na M, = 1.25, kar tudi kaze na povecano relativno stabilnost.

Slika 3.22 prikazuje odziva nekompenziranega in kompenziranega sistema na
stopnicasto spremembo reference. Na prvi pogled se zdi, da nismo povecali
faznega razlocka, saj sta prevzpona priblizno enaka. Vendar smo s kompenzacijo
izdatno povecali tudi k,, tako da sta se uc¢inka povecanega @,, in povecanega k,
na prevzpon iznicila.

1.4
c(t) Kompenzirani sistem

1.21 /\ )

1* ——

0.8 1
Nekompenzirani sistem

0.6 i
0.4]] 1

0.2 7

OO 2 4 6 8 10
Slika 3.22: Odziva nekompenziranega in kompenziranega sistema na stopnicasto
spremembo reference

3.2.4 PD regulator

PD regulator

GR<S) = Kp(l -+ TDS) (364)

je posebna oblika prehitevalnega kompenzacijskega regulatorja, kjer je nicla pri
s = —% in pol pri s = —oc0. Kp doloc¢imo tako, da dosezemo ustrezne razmere

v ustaljenem stanju, Tp pa tako, da dobimo ustrezen fazni razlocek. Vendar
PD regulator ojacuje visoke frekvence, kar obicajno v regulacijskih sistemih ni
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zazeleno. Zaradi teh slabosti in pa zato, ker idealnega PD regulatorja niti ni
mozno realizirati, uporabljamo v praksi za PD regulator prenosno funkcijo

TDS
chxg._A}<1+,p +1> (3.65)
0z. (T 0 .
_ p+T")s+
GR(S) = Kp T's 1 (366)

Ker je obic¢ajno 7" = (0.1 do 0 3)Tp, je enacba (3.66) prehitevalnega kompen-
zatorja z niclo pri s = —7 +T, = —% in polom pri s = %, (a = g})
Torej ni med tako deﬁmranim PD regulatorjem in prehitevalnim kompenzator-
jem nobene razlike. Vse, kar velja za nacrtovanje prehitevalnih kompenzatorjev,
velja za nacrtovanje PD regulatorjev in obratno. Gre pravzaprav za razliko med
PD regulatorji in prehitevalnimi kompenzatorji v smislu nacrtovalnega postopka:
nacrtovanje PD regulatorja je bolj vezano na ¢asovni prostor, nacrtovanje pre-

hitevalnega kompenzatorja pa na frekvenéni prostor.

3.3 Zakasnilna kompenzacija

3.3.1 Zakasnilni kompenzacijski regulator

Enacba 3.4 predstavlja zakasnilni kompenzacijski requlator, ce velja R1Cy < RyCs.
V splosni obliki ga podaja izraz

1
S‘Ff

GK(S) = KK
3+ﬁ%

g>1 (3.67)

V primeru elektronskega regulatorja je

RQCQ K — R4C1
R,C, K= RO,

B = (3.68)

Zakasnilni kompenzator ima niclo pri s = —% in pol pri s = _5%7 torej je pol

desno od nicle oziroma blize koordinatnemu izhodisc¢u. Zato ima pol odloc¢ilnejsi
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vpliv, torej zakasnilni kompenzator premakne DLK v desno. Ustrezno lego pola
in nicle prikazuje slika 3.23. ( je torej razmerje med lego nic¢le in lego pola.

Slika 3.23: Pol in ni¢la pri zakasnilnem kompenzatorju

Slika 3.24 prikazuje polarni diagram zakasnilnega kompenzatorja.

Im|

Slika 3.24: Polarni diagram zakasnilnega kompenzatorja

Vidimo, da je fazni kot v celotnem frekvenénem podrocju negativen, torej kom-
penzator v zanko uvaja fazno zaostajanje. Slika 3.25 prikazuje Bodejeve diagrame
za Kg =1 pri razliénih vrednostih j.

Torej je zakasnilni kompenzator nizkopasovni filter.

3.3.2 Zakasnilna kompenzacija s pomoc¢jo diagrama lege
korenov

Zakasnilno kompenzacijo s pomoc¢jo DLK lahko uporabimo v primeru, ¢e ima
regulacijski sistem ze ustrezen prehodni pojav in zelimo izboljsati le razmere v
ustaljenem stanju. To dosezemo tako, da povecamo le ojacenje,” medtem ko
frekvencéne karakteristike ne spreminjamo pri visjih frekvencah.® Slika 3.25 potr-

"Povecamo absolutno vrednost frekvenéne karakteristike pri nizkih frekvencah
8To podroéje dolo¢a prehodni pojav pri hitro se spreminjajo¢ih vhodnih signalih
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0.01

1in 8 = 10,

Slika 3.25: Bodejev diagram zakasnilnega kompenzatorja pri Kg

5,3.33, 2

Da v naé¢rtovalnem postopku bistveno ne spremenimo DLK (oz. prehodni pojav)
nekompenziranega sistema, morata biti pol in nicla kompenzatorja ¢im blize sku-
paj.? Hkrati pa mora kompenzator ojacevati le pri nizkih frekvencah. Ker je tam

juje, da je v ta namen primeren zakasnilni kompenzator.
ojacenje

9Ce sta v isti tocki, se pokrajsata in seveda ne spremenita DLK
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L(w) =20log 3 (3.69)

mora biti [ tako velik, da so izpolnjene zahteve za ustaljeno delovanje. Oba
pogoja lahko hkrati zadovoljimo le, ¢e sta pol in nicla ¢im blize koordinatnemu
izhodiscu.

Postopek nacrtovanja lahko opisemo v naslednjih tockah:

1. Prepricamo se, ali je prehodni pojav zadovoljiv. Ce ni, je potrebno
razmisljati o predkompenzatorju, ki to zagotovi.'”

2. Narisemo DLK nekompenziranega sistema G/(s) in na njem dolo¢imo dom-
inantne korene.

3. Izra¢unamo konstanto pogreska nekompenziranega sistema G(s) in Ce je
le ta premajhna, izracunamo, kolikokrat jo je treba povecati. To lahko
opravimo z pomocjo konstante 3 zakasnilnega kompenzatorja

1
3+T

GK(S) :KKS_’_L
BT

(3.70)

Odprtozancna prenosna funkcija kompenziranega sistema je torej

Gk (s)G(s).

4. Dolo¢imo lego pola in nicle kompenzatorja, tako da ustrezno povecamo
konstanto pogreska (za faktor /) in pri tem minimalno spremenimo DLK.
To dosezemo s polom in nic¢lo, ki sta blizu koordinatnega izhodisca.

5. Narisemo DLK tako kompenziranega sistema. Ce je fazni prispevek za-
kasnilnega kompenzacijskega regulatorja zadosti majhen (do 5%), potem se
DLK kompenziranega in nekompenziranega sistema malo razlikujeta. Spre-
memba ojacenja, ki jo kompenzator vnasa dominantnemu paru polov ni
pomembna, saj bomo to lahko popravili z ustreznim K.

6. Na DLK kompenziranega sistema doloc¢imo lego zelenih korenov. To
obic¢ajno doloc¢imo tako, da povezemo korene nekompenziranega sistema s
koordinatnim izhodis¢em. Presecisca s kompenziranim DLK so novi zeleni
koreni (ohranimo ().

100bi¢ajno prehitevalna kompenzacija, ki pomakne DLK proti levi
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7. 1z pogoja absolutne vrednosti za DLK kompenziranega sistema dolo¢imo
Kk tako, da bosta dominantna pola zaprtozancnega sistema res v zeleni
tocki.

Primer 3.3 Nekompenzirani regulacijski sistem z ustreznim prehodnim pojavom
prikazuje slika 3.26.

R(s) 1.06 C(s)
s(s+1)(s+2) -

Slika 3.26: Blo¢ni diagram nekompenziranega sistema

Zelimo doseci konstanto pogreska priblizno

K, =5s" (3.71)

ne da bi pri tem bistveno spremenili prehodni pojav.

Zaprtozancna prenosna funkcija regulacijskega sistema je

C(s) 1.06 B 1.06
R(s)  s(s+1)(s4+2)+1.06 (s+40.33 — 50.58)(s + 0.33 + j0.58)(s + 2.33)
(3.72)
Dominantna korena sta torej
512 = —0.33 & 50.58 (3.73)

Slika 3.27 prikazuje DLK nekompenziranega sistema.

Dominantni par korenov dolo¢a dusilni koeficient ¢ = 0.5 in lastna frekvenca
wy, = 0.67rds™!. Konstanta hitrostnega pogreska je
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A -
>

Zaprtozanéni poli

Ay

| \

v
\

N

=3 -2 =1 0 l

Slika 3.27: DLK nekompenziranega sistema

K, =053s" (3.74)

Da dosezemo ustrezno konstanto hitrostnega pogreska, moramo pri nizkih frekvencah
v zanko vnesti ojacenje priblizno 10. Zato izberemo

6 =10 (3.75)
To dosezemo s polom pri
s =—0.01 (3.76)
in niclo pri
s=—0.1 (3.77)

Nekateri avtorji priporocajo, da lego nicle dolo¢imo tako, da v dominantnem polu
odmerimo kot 5% — 10° od linije ¢ = konst, ki gre skozi koordinatno izhodis¢e in
dominanten pol.

Prenosna funkcija zakasnilnega kompenzatorja je torej
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s+ 0.1
Grl(s) = Ko™
x(5) = Ki 01

(3.78)
Kotni prispevek tega kompenzatorja v dominantnem polu je 7.2°, kar je nekje na
zgornji meji dovoljenega. Slika 3.28 prikazuje DLK kompenziranega in nekom-
penziranega sistema.

Nekompenzirani sistem

Pol nekompenziranega
sistema

0 —»
c
Pol kompenziranega
sistema
—_ " L
—_ 2 L L
-3 -2 —1 0 1

Slika 3.28: DLK kompenziranega in nekompenziranega sistema

Odprtozancna prenosna funkcija kompenziranega sistema je

B 5+0.1 1.06 B K(s+0.1)
Grl)0) = K e s )12 s 00+ D12 o)
K = 1.06K (3.80)

Dominantna pola kompenziranega sistema izberimo tako, da se ( glede na pole
nekompenziranega sistema ne spremeni. Iz DLK na sliki 3.28 odc¢itamo ali kako
drugace izracunamo nova zelena pola
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s12 = —0.287 £ j0.513 (3.81)

ki jih dosezemo, ¢e je izpolnjen pogoj absolutne vrednosti. Potrebno ojacanje K
je

s(s 4+ 0.01)(s + 1)(s + 2)

K = =0.93 (3.82)
5+0.1 s=—0.287+40.513
Ojacenje kompenzatorja je torej
K 0.93
Ky =—=—=0877 3.83
7106 1.06 (3.83)
Prenosna funkcija kompenzatorja je torej
5s4+0.1
G =0.87T7T——— 3.84
x(8) s+ 0.01 (3.84)
Kompenzirani regulacijski sistem prikazuje slika 3.29.
R(s) 5+0.1 1.06 Cs)
Ksroor [T [s6r06+2) -

K,=0.877

Slika 3.29: Bloc¢ni diagram kompenziranega regulacijskega sistema

S tem smo dosegli konstanto hitrostnega pogreska

K, =4.655"" (3.85)

kar ustreza nasim zahtevam. Ce bi zeleli doseci K, = 5, bi morali vzeti Kg =

0.877% = 0.943, kar pa bi povzrocilo majhno zmanjsanje dusilnega koeficienta
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Zakasnilni kompenzator povisa red zaprtozancnega sistema iz tri na Stiri. Analiza
pokaze, da sta razen dominantnega para Se dva realna pola

s3=-2312 in  s;=-0.1273 (3.86)

Pol pri s = —2.312 je precej oddaljen in ima relativno majhen vpliv. Pol pri s =
—0.1273 pa je blizu koordinatnega izhodisca, a je v njegovi blizini odprtozancna
(in zaprtozancna) nicla pri s = —0.1, zato je tudi njegov ucinek zanemarljiv.
Torej ima kompenzirani sistem zelo podoben prehodni pojav kot nekompenzirani
sistem.

Lastna frekvenca w, se je zmanjsala za priblizno 13%, od 0.67rds~! na 0.58rds ™.
Torej je prehodni pojav kompenziranega sistema nekoliko pocasnejsi. O

3.3.3 Zakasnilna kompenzacija s pomoc¢jo Bodejevega dia-
grama

Osnovni princip nacrtovanja zakasnilnega kompenzatorja v Bodejevem dia-
gramu je v tem, da z dusenjem ojacevalne karakteristike pri srednjih in visokih
frekvencah dosezemo ustrezni fazni razlocek. Fazna karakteristika je v samem
postopku manj pomembna. Postopek je razviden tudi iz slike 3.1. Podoben
ucinek dosezemo tudi s prehitevalnim kompenzatorjem, ¢e ga nacrtamo tako,
da pri srednjih in visokih frekvencah uvede fazno prehitevanje in zanemarljivo
spremeni ojacevalno karakteristiko (3.2).

Postopek lahko opisemo v naslednjih tockah:

1. Ob predpostavki, da potrebujemo zakasnilni kompenzator

s+ & Ts+1
G = Ky—L = Kpf—m— >1 3.87
W)= K T h = Kbt (3.87)
definiramo
K =Kk (3.88)

Torej je kompenzator
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B Ts+1

Orl(s) = K gpeii

(3.89)

Odprtozancna prenosna funkcija kompenziranega sistema je

_KTs—I—l Ts+1 Ts+1

KT 100 = a1 OO = g le) (390

G1(s) = KG(s) (3.91)

2. Dolo¢imo K tako, da je izpolnjen pogoj za dolo¢eno konstanto pogreska.
3. Narisemo Bodejev diagram G (jw).

4. Ce ima nekompenzirani sistem premajhen fazni oz. ojacevalni razlocek,
doloc¢imo frekvenco wy, pri kateri ima odprtozanéna nekompenzirana prenosna
funkcija fazni kot

/[G1(jw1)] = —180" + &, + (5° do 12°) (3.92)

&, je zeleni fazni razlocek. 5° do 12° dodamo zato, ker bo priblizno tako
zakasnitev uvedel pri frekvenci w; zakasnilni kompenzator. Frekvenca w;
je frekvenca, pri kateri naj bi absolutna vrednost kompenziranega sistema
sekala os 0dB.

5. Da fazna karakteristika zakasnilnega kompenzatorja ¢im manj vpliva na fazo
kompenziranega sistema v blizini frekvence w;, moramo pol in ni¢lo kom-
penzatorja izbrati tako, da so ustrezne lomne frekvence v dovolj nizkem
frekvencnem podrocju. Nekateri avtorji priporocajo, da izberemo lomno

w1

frekvenco ni¢le kompenzatorja §tiri oktave nizjo od frekvence w; (%), neka-

16
teri pa priporocajo eno oktavo do eno dekado nizjo (%4 do %%).

6. Doloc¢imo, kaksno dusenje mora vnesti kompenzator, da postane absolutna
vrednost kompenziranega sistema pri w = w; 0dB. Ta vrednost je enaka

20 log ’Gl (]w) ’w:u.n =20 log 6 (393)

iz ¢esar dolo¢imo vrednost [3.



174 3. KOMPENZACIJSKE METODE ZA NACRTOVANJE REGULACIJSKIH SISTEMOV

7. Niclo smo ze izbrali pod tocko 5, na podlagi # pa dolo¢imo Se pol.

8. Iz K, ki smo ga dolocili v tocki 2 in 3, ki smo ga dolocili v tocki 6, dolo¢imo
tudi ojacenje kompenzatorja

Ky =

}; (3.94)

Primer 3.4 Slika 3.30 prikazuje blo¢ni diagram nekompenziranega regulacijskega
sistema.

R(s)

I Cis)
s(s+1)(0.5s+1) ”

Slika 3.30: Blo¢ni diagram nekompenziranega regulacijskega sistema

Z ustrezno kompenzacijo zelimo doseci konstanto hitrostnega pogreska K, =
551, fazni razlocek vsaj @,, = 40° in ojacevalni razlocek vsaj K,, = 10 dB.

Uporabili bomo zakasnilni kompenzator

s+ = Ts+1
=Kx—T = KygfB——— 1 :
Orlo) = Ko T = Kuigp oy 0> (3.95)
Definirajmo
KB =K (3.96)
in

K
s(s+1)(0.5s 4+ 1)

Gi(s) = KG(s) = (3.97)

Na zacetku postopka je potrebno dolociti ojacenje K, ki zagotovi konstanto
hitrostnega pogreska K, = 5s~ 1.

Torej je konstanta K
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K =5 (3.98)
Z ustrezno izracunanim K nariSemo Bodejev diagram nekompenziranega sistema

D
s(s+1)(0.5s+1)

Gi(s) = (3.99)

Le-tega prikazuje slika 3.31.

Vidimo, da ima nekompenzirani sistem G (jw) fazni razloéek —20°, kar pomeni,
da je sistem nestabilen.

Nato doloc¢imo frekvenco wy, pri kateri velja
/|Gy (jw)] = —180° + &, + 120 = —180" + 40° 4+ 12° = —128" (3.100)

Iz fazne karakteristike /[G;(jw)] od¢itamo

wy = 0.5rds™* (3.101)

Nato izberemo niclo prehitevalnega kompenzatorja. Le-ta mora biti tako izbrana,
da je ustrezna lomna frekvenca precej oddaljena od w = w;. Izberemo zato niclo

s=——=-01 (3.102)

Ker lomna tocka, ki pripada tej nicli, ni pretirano oddaljena od frekvence w = wy
(enacba 3.100), je opravicljivo, da smo pri ratunanju w; upostevali kot 12°.

Iz enacbe

201log |G1(jw1)| = 20dB = 201log (3.103)

dolo¢imo
6 =10 (3.104)
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Slika 3.31: Bodejev diagram nekompenziranega in kompenziranega sistema

Torej je pol kompenzatorja pri

Ker velja
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je prenosna funkcija zakasnilnega kompenzatorja

s+ 0.1

Grls) =052
K(5) s+ 0.01

(3.107)

Slika 3.31 prikazuje tudi Bodejev diagram kompenziranega sistema. Ker smo pri
nacrtovanju uporabljali kompenzator z oja¢enjem 1, smo ga na sliki 3.31 oznagcili
, G

Fazni razlocek kompenziranega sistema je 40°, kar smo tudi zahtevali. Tudi
ojacevalni razlocek K,, = 11dB je sprejemljiv. Konstanta hitrostnega pogreska
pa je K, = 5s~!, kar smo pravtako zahtevali. Frekvenca, kjer absolutna vred-
nost seka 0dB se je sicer znizala od 2.1rds™! na 0.5rds™!, kar pomeni, da se je
zmanjsala pasovna Sirina. Sistem je zato postal nekoliko pocasnejsi, zato pa bolje

izlo¢a visokofrekvencéne motilne signale.

Slika 3.32 prikazuje G;(jw) in Gk (jw)G(jw) v Nicholsovem diagramu. Vidimo,
da ima zaprtozancni kompenzirani sistem resonan¢ni vrh M, = 3dB pri w, =

0.5rds™!, medtem ko je nekompenzirani zaprtozanéni sistem (1&;1) nestabilen.

|

Primera 3.2 in 3.4 kazeta, kako je mozno zahteve po ojacevalnem in faznem
razlocku izpolniti s prehitevalnim ali zakasnilnim kompenzatorjem. S pomocjo
prehitevalnega kompenzatorja uvedemo fazno prehitevanje v srednjefrekvenénem
podrocju, z zakasnilnim kompenzatorjem pa vnesemo dusenje pri srednjih in vi-
sokih frekvencah. S tem se frekvenca w;, premakne v levo in ker fazne karakteris-
tike pri teh frekvencah bistveno ne spreminjamo, se poveca relativna stabilnost.
Seveda pa metodi nista ekvivalentni glede nekaterih drugih pokazateljev (npr.
pasovna Sirina regulacijskega sistema).
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Slika 3.32: Nicholsov diagram kompenziranega in nekompenziranega sistema

3.3.4 PI regulator

PI regulator s prenosno funkcijo

1 T[S —|— 1
G =K (1 ):K ( ) 3.108
r(s) = Kp(1+ s P\ "7 ( )
je posebni primer zakasnilnega kompenzatorja, ki ima ni¢lo pri s = —T% in pol

v koordinatnem izhodiséu pri s = 0. Torej ima pri frekvenci w = 0 neskoncno
ojacenje, kar zelo izboljsa delovanje v ustaljenem stanju. Vendar s polom v koor-
dinatnem izhodisc¢u tudi povecamo vrsto sistema, zato postane zaprta zanka manj
stabilna. Vrednosti Kp in T} je torej potrebno skrbno izbrati. V splosnem PI
regulator zmanjsa hitrost prehodnega pojava, saj deluje kot filter, ki zmanjsuje
pasovno Sirino.
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3.4 Prehitevalno - zakasnilna kompenzacija

3.4.1 Prehitevalno-zakasnilni kompenzacijski regulator

Prehitevalna kompenzacija razsiri pasovno Sirino, pohitri prehodni pojav in
zmanjSa maksimalni prevzpon pri stopnicastem vzbujanju. Zakasnilna kompen-
zacija poveca ojacenje, s tem poveca natancénost v ustaljenem stanju, toda hkrati
zaradi zmanjSane pasovne Sirine zmanjsa hitrost v prehodnem pojavu.

Ce zelimo hkrati ustrezen prehodni pojav in ustaljeno delovanje, uporabimo
prehitevalno - zakasnilni kompenzator. Za tak kompenzator je znacilno, da v
dolocenem frekvenénem podrocju vnasa fazno prehitevanje, v dolo¢enem obmocju
pa fazno zaostajanje. Ustrezno elektronsko realizacijo prikazuje slika 3.33.

ZZ
Z T T !

- | R, C,

I e ST

=" £,

| \ | R, L

| 1T~ 7] I~ R;

- r j>—*|:"j>~—o
E(s) E(s) Es)
O O

Slika 3.33: Elektronski prehitevalno - zakasnilni kompenzacijski regulator

Ker so impedance

(R1013 + 1)R3

Z 3.109
! (Rl + Rg)Cls + 1 ( )
(RQCQS -+ 1)R4
Zy =
(RQ + R4)OQS +1
je
Eo(S ED(S) E(S) R4R6 (Rl + Rg)Ols +1 RQCQS +1
_ _ (3.110)
El(S) E(S) EZ(S) R3R5 RlCls + 1 (Rg + R4)CQS + 1
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Ce definiramo

T, = (R, + R3)Cy (3.111)
O./Tl == Rl Cl
T2 = RQ CQ

BTy = (R~ Ry)Cs

je
Ey(s) Tys+1\ [ Tos+1 (5 + 7)(s + 7;)
K(s) Ei(s) Kaﬁ(aTls—i—l)(ﬁTgs—i-l) K( + alTl)(s—l—LTz)
(3.112)
pri cemer je
Ry Ry + Ry RyRy R Ry + Rs
=— <1 =" >1 Kg= 3.113
“T R IRy b="F%, K RRR Bt R M)

Enacba (3.112) opisuje prehitevalno - zakasnilni kompenzator. Lego polov in nicel
prikazuje slika 3.34. Pol in ni¢la zakasnilnega kompenzatorja sta blize koordinat-
nemu izhodis¢u. Cesto izberemo i =[.

. . . JO
Prehitevalni Zakasnilni
del del
L 1 1 c
ol T, 1 T 2 B T

Slika 3.34: Lega polov in nicel prehitevalno - zakasnilnega kompenzatorja
Slika 3.35 prikazuje polarni diagram pri Kx =1 in é = 0.

Vidimo, da kompenzator deluje kot zakasnilni pri 0 < w < wy in kot prehitevalni
za wy < w < 00. wy je frekvenca, pri kateri je fazni kot enak nic

(3.114)
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Slika 3.35: Polarni diagram prehitevalno - zakasnilnega kompenzatorja

Slika 3.36 prikazuje Bodejev diagram prehitevalno - zakasnilnega kompenzatorja
pri K =1, 1 =3 =101in T, = 107}. Absolutna vrednost je enaka 0dB pri

nizkih in Visokaih frekvencah

3.4.2 Prehitevalno - zakasnilna kompenzacija s pomocjo
diagrama lege korenov

Pri nacrtovanju prehitevalno - zakasnilnega kompenzatorja bomo omenili dva
mozna postopka:

e zahtevamo

Q=
RN

B
=

e zahtevamo

Q=

Postopek pri é #* 3

V tem primeru je postopek kombinacija obeh Ze obravnavanih postopkov za
nacrtovanje prehitevalnega in zakasnilnega kompenzatorja in ga lahko opisemo
v naslednjih tockah:

1. Iz zahtev dolo¢imo lego dominantnih polov (s 2).

2. Izracunamo kot A, ki ga mora vnesti prehitevalni kompenzator, da poteka
DLK skozi zelena pola. Pri tem predpostavimo, da bomo kasneje izbrali
T, zadosti velik, da bo prispevek zakasnilnega kompenzatorja po absolutni
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Kot vemo, so pri tem mozne razlicne izbire T} in a.
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3. Doloc¢imo K iz pogoja absolutne vrednosti

S L
Kr——1 G(s))|=1 3.116
KSNH%TI (81) ( )

S tem smo izpolnili zahteve po ustrezni dinamiki prehodnega pojava.
Naslednji koraki so namenjeni zagotovitvi ustreznega delovanja v ustal-
jenem stanju, t.j. nac¢rtovanju zakasnilnega dela.

4. 1z zahtevane konstante pogreska dolo¢imo konstanto zakasnilnega kompen-
zatorja 3.

5. Po doloc¢eni konstanti 3 dolo¢imo T tako, da sta pol in nicla zakasnilnega
kompenzatorja dovolj blizu koordinatnega izhodisca, tako da velja

S1+ #
SR E (3.117)
S1 + E
1 1
—50 </ < f (3.118)
S1+ @

Ce sta izpolnjeni (ne)enachi (3.117) in (3.118), se lega zelenih zaprtozancnih
polov po vkljucitvi zakasnilnega dela le malo spremeni.

Primer 3.5 Slika 3.37 prikazuje nekompenzirani regulacijski sistem.

R(s) 4 Cls)
s(s+0.5) ”

Slika 3.37: Regulacijski sistem

Nekompenzirani sistem ima dusilni koeficient ¢ = 0.125, w,, = 2rds~!. Naértati je
potrebno prehitevalno - zakasnilni kompenzator, ki bo zagotovil naslednje pokaza-
telje:
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dusilni koeficient ¢=0.5
lastna frekvenca Wy = brds™?
konstanta hitrostnega pogreska K, = 80s~!

Uporabili bomo prehitevalno - zakasnilni kompenzator

S+ A S+ 7=
Gr(s)=K 1 & a<l g>1 3.119
«(5) K(+)<+ﬁ) 5 (3.119)

Iz zahtev dolo¢imo lego zaprtozanénega dominantnega para

19 = —2.5 + j4.33 (3.120)

Ker je kot sistema v tocki s;

4
L [] = —235" 3.121
5(5 4 0.5) ] s=—2.50+4.33 ( )
mora prehitevalni kompenzator vnesti prehitevanje
A = 55" (3.122)

Izberimo niclo prehitevalnega kompenzatorja tako, da krajsa pol sistema pri

s = —0.5. Nato graficno ali analiticno izracunamo Se lego pola prehitevalnega
kompenzatorja

nicla prehitevalnega kompenzatorja s = —0.5

pol prehitevalnega kompenzatorja s = —5.021

Torej ima prehitevalni kompenzator prenosno funkcijo

st s+05
KSh%Tl R s 15021

(3.123)
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in sta ustrezni konstanti

T,=2  o=0.0996 (3.124)

Iz pogoja absolutne vrednosti nato dolo¢imo konstanto Kx

‘ s+0.5 4
K s +5.021 s(s+0.5)

=1 (3.125)
s=—2.5+;4.33

OZ.

= 6.26 (3.126)

s=—2.5+4;4.33

S tem smo dolocili prehitevalni kompenzator. Konstanto § zakasnilnega kompen-
zatorja dolo¢imo iz pogoja za konstanto hitrostnega pogreska

s+05 s+ 4

K, = limsG G(s) =1 6.26 3.127
lin sGiic (5)G/(s) = lim s 5+5.021 s + 7 s(s +0.5) (8127)
6.26 -4
pr— p— 4‘ p—
= 091 I3 9875 = 80
Torej je
3 = 16.04 (3.128)
Koncno izberemo T, tako da bo izpolnjeno
S+ 7=
— L =1 (3.129)
S+ 16.04T5 |s=—2.5+j4.33
0 s+ Ti 0
5 <L | —F— <0 (3.130)
S+ 16.0a7 | s=—2.5+j4.33
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Prvi pogoj zahteva ¢im vecji Ty, drugi pogoj pa zadovoljimo s T > 2. Izberimo
T, =5 (s tem je kot glede na enacbo (3.130) —1.9°) oz.

niclo zakasnilnega kompenzatorja s = _T% =—0.2
pol zakasnilnega kompenzatorja s = —ﬁ = —0.01247

Nacrtani kompenzator podaja prenosna funkcija

s+0.5 s+0.2
— 6.2 131
Gic(s) =6 6(s+5.02><s+0.01247> (3.131)

Ceprav prehitevalno-zakasnilni kompenzator v splosnem zveca red za dve, je v
nasem primeru odprtozanéna prenosna funkcija kompenziranega sistema zaradi
omenjenega krajSanja le tretjega reda

25.04(s + 0.2)
s(s+5.02)(s + 0.01247)

Gk (s)G(s) = (3.132)

Diagram lege korenov kompenziranega sistema prikazuje slika 3.38.



3.4. PREHITEVALNO - ZAKASNILNA KOMPENZACIJA 187

Jjo

-5.02 Y G

Jjo

b) 0.3

0.2¢ T

0.2 /! c

-0.0125
0.1 B

-0.2¢ f

—-0.3 1 1 ! !
-0.5 —-0.4 -0.3 —-0.2 —-0.1 0 0.1

Slika 3.38: a) Diagram lege korenov kompenziranega sistema
b) Detajl v okolici koordinatnega izhodisca
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Ker je fazni prispevek zakasnilnega dela majhen, je odstopanje dominantnega
para od zelene lege relativno majhno. Dosegli smo pola

S10=—24124j4.275 (¢ = 0.49) (3.133)

Tretji zaprtozancni pol je pri

s = —0.2085 (3.134)

Ker je ta pol zelo blizu nic¢le pri s = —0.2, je ucinek tega pola na prehodni pojav
majhen. Torej smo izpolnili ustrezne zahteve.

Slika 3.39 prikazuje odziva nekompenziranega in kompenziranega sistema na
stopnicasto spremembo reference. Slika 3.40 pa prikazuje odziva pri linearno
narasc¢ajocem referenénem signalu ter ustrezna pogreska. Napaka v ustaljenem

stanju se je s kompenzacijo 10 krat zmanjsala (es; = K%})

1.8

c(t)W 6 / Nekompenzirani sistem i
1.4 - |
1.2+ |

1

\_/\-’

0.6 .
0.4 Kompenzirani sistem ]
0.2H a
o ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Slika 3.39: Odziva nekompenziranega in kompenziranega sistema na stopnicasto
spremembo reference
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et) 2
4.5

4l
351

3F
2.5

s
1.5
s
0.5

a)

Kompenzirani sistem

Nekompenzirani sistem

00 1 2 3

0.6
e(t)

Nekompenziran sistem

b)  04r

Kompenzirani sistem
0.3]]

0.2]]

. =0.125

0.1

0
-0.1] \/

e,=0.0125

-0.2

25

30
t

Slika 3.40: Odziva nekompenziranega in kompenziranega sistema na linearno
narascajoco referenco in signala pogreska (a) in ustrezna pogreska (b)

Postopek pri é =0

Prenosna funkcija kompenzatorja je
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S+ A 54 A
GK(S):K 4 L

K
Py

B>1 (3.135)

V tem primeru obic¢ajno uporabljamo nekoliko spremenjeni postopek, ki ga opisu-
jejo naslednje tocke:

1. Dolo¢imo lego zelenega dominantnega para polov (sy2).

2. Dolo¢imo Kk, tako da zadovoljimo konstanto pogreska (to je mozno, ker
je v tem primeru ojacenje prehitevalno - zakasnilnega kompenzatorja K
neodvisno od lege polov in nicel; torej je ojacenje kompenziranega sistema
odvisno le od ojac¢enja sistema in od ojacenja kompenzatorja Kx.

3. Dolo¢imo pol in ni¢lo prehitevalnega kompenzatorja, tako da zadovoljimo
kotnemu pogoju in pogoju absolutne vrednosti

51+
z[ ! T;]:A (3.136)
81+T71
51+%
K 5 G(s1)|=1 (3.137)
Sl_i_TT

ob predpostavki, da naknadno dolo¢eni zakasnilni kompenzator (konstanta
T5) ne bo znatneje vplival na absolutno vrednost in fazni kot v tocki s = s;.

4. Ob ze prej doloceni konstanti 4 dolocimo T5, tako da je izpolnjeno

51+ A&
50 </ ll? <0 (3.138)
S1 + BT
S1 + Ti
LI PR (3.139)
S1 + E

Primer 3.6 Za enak regulacijski sistem in za enake zahteve kot v primeru 3.5

zelimo nacrtati prehitevalno - zakasnilni kompenzator s pogojem é = 0.

Sistem ima torej prenosno funkcijo
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S pomocjo kompenzatorja

(s + T%)(s + T%)
s+ 2)(s+ 5)

Gr(s) = p>1

je potrebno doseci zaprtozancni dominantni par korenov

812 = —2.50 &+ 54.33 (C =05, w,= 57"d8_1)

ter K, = 80s~ L.

Ker je konstanta hitrostnega pogreska

4
K, = lim sGr(s)G(s) = lim KKﬁ = 8Kk =80

je
K =10

191

(3.140)

(3.141)

(3.142)

(3.143)

(3.144)

Za dolocitev lege pola in nicle prehitevalnega kompenzatorja pride v tem primeru
v postev le ena resitev, ki izpolnjuje pogoj absolutne vrednosti in kotni pogoj (s
T7 in ( je v tem primeru treba zagotoviti pravilno lego polov, v prejsnjem primeru
pa je bilo vazno le to, da je DLK potekal skozi zeleno toc¢ko). Dve neznanki 77 in

0 sta doloc¢ljivi s pomocjo enach

1 1
Sta) A0 — | g7 =1
s+ Tﬁ1 s(s +0.5) s=—25+j433 ISt 7
54 A
/ l f;] = 55°
S+ 7 le——2.54j4.33

Slika 3.41 nam sluzi kot pomoc¢ za dolocitev pola in nicle.

(3.145)

(3.146)
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. A
Jj®
35
P
-4
55 -3
2
1
B |4 ,
w -9 -8 -7 6 -5 -4 -3 2 -1 0 1 20
-1
Slika 3.41: Dolocitev pola in ni¢le prehitevalnega kompenzatorja
Tocki A in B lahko dolo¢imo tako, da velja
/[APB] = 55° (3.147)
PA 1
PB 1.677
Torej je
nicla prehitevalnega kompenzatorja s = —2.38
pol prehitevalnega kompenzatorja s = —8.34
oz. ustrezni konstanti
T, = L _ 0.420 (3.148)
b o238 T '

B = 8.34T7) = 3.503

T, izberemo dovolj velik, da sta pol in nicla zakasnilnega dela blizu koordinatnega
izhodisca (majhna sprememba absolutne vrednosti in kota). To dosezemo z izbiro
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Ty = 10 (3.149)

Torej sta nicla in pol zakasnilnega dela pri

nicla zakasnilnega kompenzatorja s = —T% =—0.1
pol zakasnilnega kompenzatorja s = —ﬁ—;g = —0.0285

S tem imamo dokonéno obliko kompenzatorja

B 105 +238 s+0.1

G = 3.150
w8 =10 st s 0,028 (3.150)
in odprtozan¢no prenosno funkcijo kompenziranega sistema
40 2.38 0.1
Gr(s)G(s) = (s +238)(s +0.1) (3.151)

(s 4+ 8.34)(s + 0.0285)s(s + 0.5)

V tem primeru ne pride do nikakrsnega krajsanja polov in nicel v odprtozancni
prenosni funkciji, zato je odprtozancéni kompenzirani sistem 4. reda. Kotni
prispevek zakasnilnega dela je majhen, zato je tudi lega konjugirano komplek-
snih polov zelo blizu zZeleni legi

S1.9 = —2.454 + j4.310 (3.152)

Preostala pola zaprtozancnega sistema sta pri

s3 = —0.1 (3.153)
Sq4 = —3.86
Zaprtozancni pol pri s = —0.1 se krajsa z ni¢lo pri s = —0.1, tako da ne vpliva
na odziv. Toda preostali pol pri s = —3.86 le delno kompenzira nicla pri s =

—2.38. Ta nicla zato nekoliko poveca prevzpon zaprtozancnega sistema (glede na
prevzpon, ki je sicer dosezen z ( in w,,). Slika 3.42 prikazuje odziv kompenziranega
zaprtozancnega sistema na stopnicasto spremembo reference.
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Slika 3.42: Odziv kompenziranega sistema na stopnicasto spremembo reference

|

3.4.3 Prehitevalno - zakasnilna kompenzacija s pomocjo
Bodejevega diagrama

Pri prehitevalno - zakasnilni kompenzaciji kombiniramo oba postopka, t.j. postopek
za nacrtovanje prehitevalnega in zakasnilnega kompenzatorja.

Uporabimo kompenzator

(s+ T%)(s + T%)
(s + Tﬁl)(s + ﬁ)

Prehitevalni del (del s T7) modificira frekvenéno karakteristiko z ustreznim faznim
prehitevanjem, ki poveca fazni razlocek pri frekvenci w;. Zakasnilni del (del s
T5) pa uvaja ojacenje pri nizkih frekvencah, kar izboljsa vedenje regulacijskega
sistema v ustaljenem stanju. Enega izmed razlicnih moznih postopkov bomo
prikazali v primeru.

Primer 3.7 Regulacijski sistem z enotino povratno zanko vsebuje odprtozancno
prenosno funkcijo
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1
s(s+1)(s+2)

G(s) = (3.155)

Zelilmo nacrtati kompenzator, tako da bo zaprtozanéni sistem izpolnjeval nasled-
nje pogoje:

konstanta hitrostnega pogreska K, = 10s~!
fazni razlocek ®,, = 50°
ojacevalni razlocek K,,[dB] = 10dB

Ojacenje Kk lahko dolo¢imo takoj, saj ima preostali del kompenzatorja ojacenje
1 in kasneje ne spremeni konstante pogreska.

Iz zahteve po ustrezni konstanti hitrostnega pogreska dobimo

K
K, = lim sGc(s)G(s) = TK =10 (3.156)
Ky = 20
Vpeljemo prenosno funkcijo
G1(s) = KxG(s) = 20G(s) (3.157)

in nariSemo njen Bodejev diagram (slika 3.43).

Vidimo, da je fazni razlocek sistema G1(s) enak —28°, torej je pripadajoci za-
prtozancni sistem nestabilen.

V naslednjem koraku izberemo frekvenco w; kompenziranega sistema. Ker je

L|G1(jw)] = —180°  priw = 1.41rds™* (3.158)

je smiselno frekvenco w = 1.41rds~! izbrati za w; kompenziranega sistema. Zato

je potrebno pri novo izbrani frekvenci w; uvesti cca 50° faznega prehitevanja, kar
je mozno doseci z enojnim prehitevalnim kompenzatorjem.
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(3.159)

1.41rds™!, lahko izberemo ni¢lo zakasnilnega

da bo ustrezna lomna tocka priblizno 10 krat manjsa od

I

0.01

Slika 3.43: Bodejev diagram nekompenziranega in kompenziranega sistema

Potem ko izberemo frekvenco w;
Pomeni, da ima zakasnilni del niclo pri

dela. Izberemo jo tako

frekvence wy
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s=—0.15 (3.160)

Konstanto 3 dolo¢imo iz zahtev po faznem prehitevanju prehitevalnega kompen-
zatorja

Ker velja

l—-a 1-35 p-1
1

sin @,,4, = =

= = 3.161

dobimo za 3 = 10 fazno prehitevanje 55°. Torej je primerno, da izberemo 3 = 10.

S tem izracunamo tudi pol zakasnilnega dela

1
s =———=—0.015 3.162
5T (3.162)
torej ima zakasnilni del obliko
s+0.15
G(s)= ——— 3.163
(5) = 3001 (3.163)

Prehitevalni del naértamo tako, da zagotovi novo frekvenco w; = 1.41rds™!.

Ker je

20log |G (jw1)| = 10.4dB (3.164)

mora v tej tocki prehitevalni kompenzator vnesti slabljenje —10.4dB. S pomocjo
posevne ¢rte pod kotom +20dB/dek skozi tocko (-10.4dB, 1.41 rds™'), dobimo v

'''' Vinw = Trds™L.
Torej je prehitevalni kompenzator

s+ 0.7
s+ 7

G'(s) = (3.165)
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prenosna funkcija celotnega kompenzatorja pa

(3.166)

G (s) = KgG'(s)G"(s) = 20(8 + 0'7) < s+0.15 )

s+7 5+ 0.015

Celoten postopek v Bodejevem diagramu prikazuje slika 3.43.

S kompenzacijo smo torej dosegli:

konstanta hitrostnega pogreska K, = 10s7*
fazni razlocek ®,, = 55°
ojacevalni razlocek K,,[dB] = 17dB

Slika 3.44 prikazuje polarni diagram nekompenziranega sistema G (s) in kompen-
ziranega sistema Gk (s)G(s). Kompenzirani sistem ima resonanéni vrh priblizno

M, = 1.2 pri resonanéni frekvenci w, = 1.5rds™".

Na sliki 3.44 lahko opazimo osnovno idejo kompenzacije, ki smo jo omenili na
zacetku.

Im

A\

Re

-8 -6 —4 -2 0 2

Slika 3.44: Polarni diagram nekompenziranega in kompenziranega sistema
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O
3.4.4 PID regulator
PID regulator s prenosno funkcijo
1
G(s) = Kp (1 TR TDS): (3.167)
T]S
R CTRRE 0| CoRC A)
= KpTp ; =
(s + T11> (s + é)
K
S

je posebni primer prehitevalno-zakasnilnega kompenzatorja s poloma in niclama,
kot prikazuje slika 3.45. Pol zakasnilnega dela je torej v koordinatnem izhodiscu,

pol prehitevalnega dela pa je pri s = —oc.
Jjo
Prehitevalni Zakasnilni
del del
[c)
X -
e s c
T, T,

Slika 3.45: Poli in ni¢le PID regulatorjev

Primer 3.8 Slika 3.46 prikazuje Bodejev diagram regulatorja

0.909 02(s+1)(s+10)  2(0.1s+1)(s+ 1
Gals) = 22[1+ 2999 4 g gs]= L2 £ D +10) _ 201s+ (s + 1)
S S s

(3.168)

Vidimo, da ima regulator pri nizkih frekvencah visoko ojacenje, kar odpravlja
pogresek v ustaljenem stanju, pri visokih frekvencah pa vnasa fazno prehitevanje,
kar zagotovi potreben fazni razlocek. O



200 3. KOMPENZACIJSKE METODE ZA NACRTOVANJE REGULACIJSKIH SISTEMOV
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Slika 3.46: Bodejev diagram PID regulatorja

Nastavitvena pravila za uglasevanje PID regulatorja s pomocjo Bode-

jevega diagrama

le ta vsaj drugega reda.

v primeru, ¢e je

P, PI ali PID regulator lahko uglasimo s pomocjo Bodejevega diagrama odpr-

tozancéne prenosne funkcije G(s)H (s)

Nastavitvena pravila temeljijo na tem, da zagotovijo potrebni fazni razlocek.

P regulator
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Nastavitvena pravila priporocajo, da dolo¢imo absolutno vrednost frekvencne
karakteristike pri faznem kotu —162°. Ojacenje v regulacijski zanki izberemo
tako, da je

1 . AN 0
Kp = COTEG) LG H (jw')] = —162 (3.169)

Frekvenca, pri kateri je faza —162°, postane torej frekvenca w; kompenziranega
sistema, fazni razlocek pa je &, = 18°.

PI regulator

Ojacenje v regulacijski zanki izracunamo s pomocjo absolutne vrednosti frekvenéne
karakteristike pri faznem kotu —144°

1 /) SN 0
Kp = GO H G LG(jw")H (jw")] = —144 (3.170)

Na ta nacin sicer na prvi pogled izgleda, da smo dosegli vecji fazni razlocek, vendar
pa I ¢len vnasa zaostajanje v fazno karakteristiko, kar zmanjsa fazni razlocek.
Integrirni ¢as T izracunamo tako, da predhodno dolo¢imo frekvenco ', kjer je
fazni kot —162°

=" /G(jW)H(jw')] = —162° (3.171)

PID regulator

Konstanti Kp in T doloc¢imo kot pri PI regulatorju. Diferencirni ¢as Tp pa
izberemo

Ty = 0.1T; (3.172)

Ustrezen postopek prikazuje slika 3.47.

Primer 3.9 Nacrtajte PID regulator za proces



(D” 0)9

202 3. KOMPENZACIJSKE METODE ZA NACRTOVANJE REGULACIJSKIH SISTEMOV

L(w)[dB]

L __J____ [C__J-___T___Jo g  [-__1-_——C [ D B
e b b o e e e e - -4 ——— 1]
e (N e __a-___add
| T e e R o _a____1]]
| i | i | | | |
| F-——Hd----F---4H  f=———— |————Hd-————H————H-— - Bl
I I I I I I I
Fr---a----r---9 === e B A A At
I I I I I I I
Lo ___v__—4 oo __g e _a____
I I I I I I I I
I I I I I I I I
I I I I I I I I
T T 7 N A [ R Y AR
I I I I I
I I I I I I
I I I I I I
I I I I I I
c-_ S __do L ___ S S N A a_
e JO L I a4
[ S ——— e I . -4 -
Ja____v___4 Lo ___ B AT I
T S T L R o fao o]
| i | | I
———d-——=r-=-=4 === R e R -
| | | | I
i S (it B By il Rttt A
I I I I I
| Il (N ) - - — 4 -4
I I I I I I
I I I I I I
| I I | | I
e [T~~~ 7~~~ "1~ \\T\f\\\,\\\\\,\\
I I I I I I
I I 7,7 I I
I I | I I I
I I - I I I I
e B S N L\\\\T;\\\L\\\\L\\
\\\L\\\\r\\\\m \\\\\\\\\\ T I S
B L Sy g L\\\\ﬁwiwwwL\\\\L\\
) S B A [ T [ —
e o S
| i | Ti | I
———d--==r-=-=-4 === -fp--=-- H-————H-———H - ——— o -
I I I I I I
7 - —-a--=--r-—=-4 == fa---- J\\\\T;\\\J\\\\J\\
I I I I I I
7 S S B L\\\\T;\\\L\\\\L\\
| I I I I I I
; I I I 7,7 I I
S N SN IR Y S s B £ N SR B
| 7 ,7 i | i P} | | 777 | |
I | I I I — I I I I I
| | | | | \@/ | | | | |
I 7 ; I I I N I I 7,7 I I
I | I I I o I I I I I
| [ | | | I S | | Ll | |
o o o o o 5) o® o o o 40« O o
- .3 ) <~ i) © s} o <10 © o 0
BRGNS , | ! | ! = we T d o
~ | | | |
~

(3.173)

101

—1440)

(P(w') = —162°)

(2(w")

-1

101
w' = 0.41rds

—15.5dB

102

Slika 3.47: Uglasevanje PID regulatorja v Bodejevem diagramu

L(w') = —20.3dB

Iz Bodejevega digrama, ki ga prikazuje slika 3.47, dolo¢imo
L(w//)

Torej je
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IG(jw')| = 0.096
IG(jw")| = 0.168

Za P regulator izberemo ojacenje

Kp = - =104
TG
za PI regulator pa parametra
K ! 5.9
P p— % pu— .
|G (jw")]
2
T, = Z =153
w

Za PID regulator dodamo D c¢len z diferencirnim ¢asom

Tp =017 = 1.53

203

(3.174)

(3.175)

(3.176)

(3.177)

(3.178)

Rezultate simulacije za nacrtane regulacijske sisteme prikazuje slika 3.48. Vidimo,
da ima regulacijski sistem pri P in PI regulatorjih nedopustno velik prevzpon
(cca. 50%). P regulator ima tudi pogresek v ustaljenem stanju. D ¢len v PID
regulatorju uvede dodatno duSenje, tako da se prevzpon zmanjsa pod 20%.
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Odzivi P, PI in PID regulacijskih sistemov na stopnicasti signal

Slika 3.48:

ska (r=1)

pogres
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4.

Analiza sistemov v prostoru stanj

Obravnava sistemov v prostoru stanj se je zacela uporabljati po letu 1960. Glavna
prednost je v tem, da je mozno obravnavati tudi multivariabilne, nelinearne
in casovno spremenljive sisteme. Metode v prostoru stanj so zelo primerne za
racunalnisko obravnavo sistemov.

Slika 4.1 prikazuje linearni dinamicni sistem z r vhodi, m izhodi in n stanji.

U, —» —» )
w—>» ABCGD [ 3,

X)Xy ooy X

u —» "V

Slika 4.1: Linearni dinamic¢ni sistem

Le tega lahko opiSemo v prostoru stanj z vektorskima enacbama

z naslednjimi dimenzijami vektorjev in matrik:
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vektor stanj, odvod vektorja stanj — x(t), &(t)  ...... nx1
vektor vhodov u(t) rx1
vektor izhodov y(it)y L m x 1
sistemska matrika Aty nxn
vhodna matrika B(t) . nxr
izhodna matrika cie mxn
vhodno-izhodna matrika Dty mXr

Ustrezno blocno shemo prikazuje slika 4.2.

A D@
mxr
u X x y
N B(1) — [at D C@) —>
g nxr ! mxn "
A1) ——
nxn

Slika 4.2: Blo¢na shema sistema, ki je zapisan v prostoru stanj

Obravnavali bomo le ¢asovno nespremenljive sisteme, kar pomeni, da so matrike
A, B, C in D ¢asovno neodvisne, ter sisteme z enim vhodom in izhodom (r =
m = 1). V tem primeru postane B stolpni vektor, C vrsti¢ni vektor in D
konstanta.

4.1 (QOdziv linearnega casovno nespremenljivega
sistema

Odziv homogenega sistema

Znacilno za homogen sistem je, da ga ne vzbujamo z vhodnim signalom, ampak
le z zac¢etnim stanjem. Zato sistem opisuje enacba
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Casovni odziv takega sistema je odvisen od zacetnega stanja x(0)
_ A _
x(t) = e x(0) = ®(t)x(0) (4.5)
y(t) = Ce(t)z(0)

kjer je ®(t) = eAt matrika prehajanja stanj. Enacbo (4.5) se da enostavno

potrditi, saj velja

Odziv nehomogenega sistema

Nehomogen sistem vzbujamo v splosnem z zacetnim stanjem in vhodnim sig-
nalom. V prostoru stanj ga podajata enacbi

x(t) = Ax+ Bu
y(t) = Cx+ Du

Casovni odziv podaja enacba

z(t) = ®B)x(0) + / &(t — 7)Bu(r)dr (4.10)
y(t) = CO(t)z(0)+ [ CB(t—r)Bu(r)dr + Du(t) (4.11)

Enacbi (4.10) in (4.11) veljata, ¢e je zacetni ¢as enak ni¢. Ce pa je zacetni cas
enak ty, je odziv dolo¢en z enachama



208 4. ANALIZA SISTEMOV V PROSTORU STANJ

z(t) = @(t—to)m(to)—|—/<I>(t—7-)Bu(T)dT (4.12)

y(t) = CB(t—to)alts) + [ CB(t—r)Bu(r)dr + Du(t)  (4.13)

to

Matrika prehajanja stanj ®(t) = At ima naslednje lastnosti:

3. ®(ty +ta) = P(t1)P(t2) = P(t2)P(11)
4. @(tg — tl)i’(tl — to) = @(tg — to) za vsak tg, tl, t(]
Ta lastnost je pomembna, ker kaze na to, da prehod iz zacetnega stanja

v konéno stanje lahko razdelimo v ve¢ delnih prehodov. Razmere ilustrira
slika 4.3.

x(1)

x(ty)

A\

e, t, I t

Slika 4.3: Lastnost matrike prehajanja stanj

5. [®(t)])F = ®(kt)

Ce zapis v prostoru stanj (4.8) in (4.9) transformiramo z Laplace-ovo transfor-
macijo, dobimo izraz
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sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s) (4.14)
X(s) = (sI—A)'z(0)+ (sI — A)"'BU(s) (4.15)
Y(s) = Cx(s)+ DU(s) (4.16)

Casovni odziv izra¢unamo z inverzno Laplace-ovo transformacijo

x(t) = L7Y(sI — A) x(0)+ L7(sI — A)'BU(s)] (4.17)
y(t) = L(CX(s)+ DU(s)] (4.18)

4.2 Racunanje matrike prehajanja stanj

[zracun matrike prehajanja stanj A je torej kljuénega pomena pri izracunu
casovnega odziva. Poznamo ve¢ metod za njeno dolocitev.

Razvoj v vrsto

A

Izraz e“* razvijemo v vrsto

A%2 A3
+

_ A
®(t) = =T+ At + —, 3

(4.19)

Pri tem upostevamo toliko ¢lenov, da dosezemo Zeleno natancnost. Metoda se
zelo enostavno programira na rac¢unalniku.

Uporaba Laplace-ove transformacije

Iz enacbe (4.17) je oc¢itno, da je matrika prehajanja stanj

B(t) = Al = £7V[(sT — A)7] (4.20)
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Silvestrov postopek

Pri uporabi Silvestrovega postopka je potrebno predhodno izra¢unati lastne vred-
nosti matrike A, tako da resimo enacho

det(\I —A)=0 (4.21)
Ce so vse lastne vrednosti A\, Ag, ..., A\, razlicne, napisemo n enach
ap(t) + a1()A + e+ .. Fa (DA =M (4.22)
Cko(t) + o (t))\Q + Q9 (t))\%—i- c. +Oén,1(t)>\gil = 6)\2t
ao(t) + a1 (A + oA+ .. Fap (AT =Mt
Iz n enach izracunamo ag(t), ay(t), ... ,@,_1(t) in nato matriko Al
B(t) = eA = (O] + a1 () A + as(t) A2 + ...+ ap_y (1) A" (4.23)

V primeru veckratnih lastnih vrednosti je postopek nekoliko bolj zahteven. Za
primer vzemimo, da so tri lastne vrednosti Ay = Ay = A3 enake, preostale A4, A5,
..., A, pa razlicne. V tem primeru nastavimo enacbe

—1)(m —2 t?
(6%)) (t) + 30(3(t))\1+ oo+ (m )2<m )Oémfl(t))\anig = EGAlt
ap (1) + 20 ()M + 3as(HAI4 ... +(m — Dag_ 1 (H)A]72 = teM?
Qp (t) + (t))\l -+ O[Q(t))\%‘i_ Ce —Q—Oém,l(t))\gnil = e)‘lt
ao(t) + ar(t) Mg + aa(t)A2 Q1 (A]TE = Mt
ao(t) + ay(DAm + o)X+ . Fa (AT = et (4.24)

A

Iz m enacb izracunamo ag(t), aq(t), . ..,,_1 in nato matriko e
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B(t) = eA = (] + a1 () A + (VA2 + ...+ am (DA™ (4.25)

Uporaba diagonalne matrike A

Z doloceno transformacijsko matriko T' lahko prevedemo matriko A v diagonalno
obliko A. Le-ta ima na diagonali lastne vrednosti matrike A. Popolna diago-
nalizacija je mozna le v primeru razlicnih lastnih vrednosti A;, sicer se lahko
diagonalni obliki le priblizamo (Jordanova oblika J).

Ob znani transformacijski matriki T" dolo¢imo diagonalno matriko A s pomocjo
1zraza

A=T'AT (4.26)

Matriko prehajanja stanj pa dolo¢imo s pomocjo enacbe

eAt — et (4.27)

oz. v primeru veckratnih lastnih vrednosti

At = pedtp-1 (4.28)
Postopek za dolocitev transformacijske matrike si bomo ogledali kasneje.

Primer 4.1 Dolocite matriko prehajanja stanj za sistemsko matriko

A— [O L ] (4.29)

Razvoj v vrsto

e = I+ = (4.30)
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10 1 0 -2 0 -2 2!
r 2 3
Cr bl @ @P ] ]_[1 11— e2)
== 2t)2 2¢)3 2¢)4 - —2t
0 126+ 8 -G 4oy 4 B 0 e
Uporaba Laplace-ove transformacije
s 0 0 1 s -1
sI-4 = [o 3]_[0 —2}_{0 3—1—2] (4:31)
1 1
(sI — A" = [8 S(slﬂ)]
5+2 ) o
At L7 (sI — A) 1]:[(1) 2(16—2€t )}

Silvestrov postopek

Iz enacbe
det(AI — A) =0 (4.32)
izracunamo lastni vrednosti Ay = 0 in Ay = —2. Nato nastavimo enacbi
ao(t) +ai(t)-0 = et (4.33)
ao(t) + ay(t) - (=2) = e 2* (4.34)
Iz enacb dobimo
ap(t) = 1 (4.35)
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Torej je matrika prehajanja stanj

1 72t)

N =
—
—_

— €

1
eAt:ao(t)I+a1(t)A:I+5(1—6_2t)A: o 7 oa (4.37)
Uporaba diagonalne matrike A
S pomocjo transformacijske matrike
T—{l 1] T—l—[l 5} (4.38)
0 —2 0 —3
lahko izracunamo diagonalno obliko
e [1 ;Ho 1H1 1]_{0 0}
A =T AT—[0 _% o —2llo 2110 -2 (4.39)
A o A 1 1Heo oHl ;}_[1 é(l—e_%)}
‘ _TQT_{O—z 0 e2lo L] T lo = e
(|

4.3 'Trajektorije v prostoru stanj

Prostor stanj je definiran kot n-dimenzionalni prostor, v katerem komponente
vektorja stang, t.j. spremenljivke stanj predstavljajo koordinatne osi. Ko se cas t
povecuje od zacetnega Casa tg, opisuje vektor stanj x(t) v prostoru stanj trajek-
torijo, ki izvira iz zacetnega stanja x(ty). t je torej parameter vzdolz trajektorije.
S pomocjo omenjenih trajektorij obicajno proucujemo avtonomne sisteme. To
so sistemi, ki so "vzbujani” le z zacetnim stanjem, ne pa tudi s ¢asovno spre-
menljivim vhodnim signalom. Avtonomni sistem bomo torej v splosnem zapisali
z enacho

(t) = f(z(t)) (4.40)
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Kadar gornja enacba predstavlja zapis

‘Z:l = T2 (441)
.1:2 = I3
Ty = O(x1, 29, ... ,Tp) (4.42)

t.j. Frobeniusovo obliko v primeru linearnega sistema, pravimo spremenljivkam
stanj fazne spremenljivke, prostoru stanj pa fazni prostor. Koordinate faznega
prostora so torej odvisna spremenljivka z; in (n — 1) odvodov te spremenljivke.
Treba pa je tudi povedati, da se v literaturi nedosledno prikazuje razlika med
spremenljivkami stanj in faznimi spremenljivkami, tako da imata c¢esto oba
izraza identicen pomen. Graficna predstavitev trajektorij v faznem prostoru je
ucinkovita za rede, ki so manjsi ali enaki tri, najvec¢ pa se uporablja za proucevanje
linearnih in nelinearnih sistemov drugega reda, kjer se fazni prostor spremeni
v fazno ravnino. Ker smo ugotovili, da se stevilni regulacijski sistemi vsaj v
smislu dominantnega para polov vedejo kot sistemi drugega reda, je proucevanje
s pomocjo fazne ravnine uporabno tudi pri analizi in nac¢rtovanju regulacijskih
sistemov.

Med avtonomne sisteme Stejemo tudi sisteme s konstantnimi vhodnimi signali,
saj je mozno njihovo dinami¢no obnasanje ob ustrezni transformaciji koordinat
v prostoru stanj vedno ponazoriti z dolo¢enim odzivom na zacetno stanje. Ce
sistem, katerega vhod je konstantni signal wu

T = ax + ug z(0)=0 (4.43)

ustrezno transformiramo

ry = v+ — (4.44)

ga torej prevedemo v obliko
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T = alx, — %) + up = axy (4.45)
n(0) = =

Fazni portret

Fazni portret tvorijo trajektorije, ki v faznem prostoru izvirajo iz razlicnih
zacetnih stanj. Skozi vsako nesingularno tocko faznega prostora poteka natanko
ena fazna trajektorija. Fazne trajektorije se med seboj ne sekajo. Primer faznega
portreta prikazuje slika 4.4.

Slika 4.4: Fazni portret

Za risanje faznega portreta imamo na voljo ve¢ metod. Omenili bomo simulacijo,
vstavljanje ¢asa v analiti¢no resitev, eliminacijo casa in metodo izoklin.

Simulacija

Simulacija je metoda, ki se danes pretezno uporablja za risanje faznih portretov.
S pomodjo dolo¢enega simulacijskega orodja (npr. simulacijski jezik) simuliramo
dinamicni sistem (linearen ali nelinearen), rezultate pa prikazemo v fazni ravnini
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(obicajno odvisna spremenljivka na abscisni osi in njen odvod na ordinatni osi).
Postopek moramo seveda ponoviti pri razlicnih zacetnih pogojih.

Vstavljanje casa v analiti¢no reSitev

Za linearne sisteme je mozno enostavno priti do analiticne resitve x(t) =
®(t)x(0). Ce za t vstavljamo vrednosti od zacetnega ¢asa naprej v vse fazne
spremenljivke, dobimo pri razli¢nih zac¢etnih pogojih fazni portret.

Eliminacija casa

V enostavnih primerih je mozno iz analiticne resitve eliminirati neodvisno spre-
menljivko ¢ in dobiti relacijo & = g(x), kar je analiticno izrazena trajektorija pri
doloCenem zaCetnem pogoju in sestavlja fazni portret.

Metoda izoklin
Metoda izoklin je graficna metoda. Uporabnost prikazuje naslednji primer.
Primer 4.2 Sistem podaja enacba

T
T

=15 Al (4.46)

Ce delimo obe enacbi stanj, dobimo

. dzxo
X2 at dxs —x1 — 479
ZL:1 dry dl‘l 3ZE2 ( )

Enacba doloca naklon trajektorije, skozi katerokoli tocko v fazni ravnini (z1, z3).
Ce naklon N v enacbi (4.47) fiksiramo na doloceno vrednost, dobimo enacbo
premice
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1
T4+ 3N

Ty = = ma; (4.48)

ki ji recemo izoklina. Za njo je znacilno, da jo vse trajektorije sekajo pod enakim
kotom. Ce v ravnini (z;, ) narisemo veliko takih izoklin (tako, da na gosto
pokrijemo vse §tiri kvadrante), je mozno dokaj natanéno dolociti fazne trajektorije
pri razliénih zacetnih pogojih in s tem fazni portret. Le tega za sistem (4.46)
prikazuje slika 4.4.

Slika 4.5: Fazni portret sistema 2. reda

Vse trajektorije se zakljucijo v koordinatnem izhodiscu, vanj pa vstopajo pod
naklonom, ki ga dolo¢a premica xy = —%xl. V primeru zacetnega pogoja x(0) =

[g} je odziv sistema

et — 33 }

2(t) = |2 (4.49)

Ce odziv v blizini ustaljenega stanja aproksimiramo le s prvima ¢lenoma v
enachi (4.49) in izraza za x; in x vstavimo v enacbo (4.47), velja
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dr, —3e t+4e? 1
N=2oT2f T o 4.50
dxq —3et 3 ( )

velja pa tudi

"= x1(t) T3¢t 3 (4.51)

Edino trajektorija, ki jo dobimo pri zacetnih pogojih z1(0) = —x2(0), je drugacna.
Poteka po premici xo = —x1. -

4.4 Ravnotezne tocke

Stanje sistema x. imenujemo ravnotezZno tocko ali ravnoteino stanje, Ce velja
enacha

T = fl@.) =0 (4.52)

V primeru avtonomnih asimptoti¢no stabilnih sistemov dolo¢a ravnotezna tocka
ustaljeno stanje. 7 ustrezno transformacijo koordinat lahko vedno doloceno
ravnotezno tocko prestavimo v koordinatno izhodisce faznega prostora (z. = 0).

Ker za te tocke ne velja osnovna zakonitost v faznem prostoru, t.j. da gre skozi
doloceno tocko le ena trajektorija, jih imenujemo tudi singularne tocke.

Linearni ¢asovno nespremenljivi sistem ima le eno ravnotezno tocko, ce je le ma-
trika A nesingularna (sicer je neskon¢no ravnoteznih tock). V primeru nelinearnih
sistemov je moznih vec singularnih tock.

Razlicne oblike faznih portretov so pogojene z razlicnimi tipi ravnoteznih tock,
le ti pa so odvisni od lastnih vrednosti linearnega ali v okolici ravnotezne tocke
lineariziranega nelinearnega sistema.

V povezavi s sistemom drugega reda uporabljamo naslednjo klasifikacijo ravnoteznih
tock:
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e stabilno vozlisce (stable node),

e stabilno zariice (stable focus),

e nestabilno vozlisce (unstable node),
e nestabilno zariscée (unstable focus),
e sedlo (saddle point) in

e srediSce (centre).
Slike 4.5 do 4.10 prikazujejo lege lastnih vrednosti (polov) in obliko faznega
portreta v povezavi z doloc¢enim tipom ravnotezne tocke.

) A
X,=X,

o

—
/

Slika 4.6: Stabilno vozlisée
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»

xl :‘xZ

A -
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\4

~
ﬁ

X,

—

Slika 4.7: Stabilno zarisce

A

‘\

\
—

X,=X,

A\
A\

X,

\\
\

\

Slika 4.8: Nestabilno vozlisce
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X, =X,

\

\

X

O
N

Slika 4.11: Sredisce

4.5 Dolocevanje stabilnosti po metodi Ljapuno-
va

Doslej smo ze srecali definicijo stabilnosti BIBO, ki temelji na prouc¢evanju odziva
na enotin impulz, Routhov stabilnostni kriterij, ki temelji na proucevanju karak-
teristicnega polinoma ter Nyquistov kriterij, ki temelji na proucevanju frekvencéne
karakteristike odprtozancnega sistema. V tem delu si bomo ogledali metodo, ki
temelji na zapisu v prostoru stanj in je uporabna za linearne in nelinearne sisteme.
Razvil jo je A.M. Ljapunov konec prejsnjega stoletja (1892). Osvetlili bomo le
nekatere zakljucke teoreti¢no precej zahtevne problematike. Natancénejsa obrav-
nava presega okvir tega dela.

Definicije stabilnosti

Analiza stabilnosti se nanasa na avtonomni sistem
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@(t) = f(z) (4.53)

Predpostavimo, da so enacbe preurejene tako, da se ravnotezna tocka nahaja v
koordinatnem izhodiscu, torej je . = 0 oz. f(x.) = f(0) = 0.

Ravnotezna tocka ., = 0 je stabilna v smislu Ljapunova, ce za kakrSen koli zacetni
pogoj znotraj omejenega podrocja okoli ravnotezne tocke trajektorija ostane zno-
traj drugega omejenega podrocja. Bolj eksaktno povedano je tocka x, = 0 sta-
bilna ravnotezna tocka, Ce je za vsako pozitivno Stevilo € mozno najti pozitivno
stevilo ¢, tako da velja

ce  ||z(0)|| <6 (4.54)
potem
lz(®)]| <e  zavset (4.55)
Pri tem je
lz(t)]| = z"2 =) o} (4.56)
i=1

norma oz. merilo za velikost vektorja stanj x(t).
Slika 4.12 prikazuje primer stabilne in nestabilne ravnotezne tocke oz. sistema.

Ravnotezna tocka je asimptoticno stabilna, ¢e velja stabilnost v smislu Ljapunova,
dodatni pogoj pa je, da se trajektorija zakljuci v ravnotezni tocki, ko gre ¢ — oo
(pri tem ne zapusti obmocja, ki je dolo¢eno z €). Primer asimptotic¢no stabilne
tocke prikazuje slika 4.13.

Ravnotezna tocka je globalno asimptoticno stabilna, ¢e velja asimptoti¢na stabil-
nost za kakrsenkoli zacetni pogoj (0 < § < c0). Linearni ¢asovno nespremenljivi
sistem je globalno asimptoti¢no stabilen, ¢e so vse lastne vrednosti matrike A
(koreni enacbe det (sI — A) = 0) z negativnimi realnimi deli.
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Stabilna Nestabilna
trajektorija trajektorija 8

\

a) b)

Slika 4.12: Definicija stabilnosti v smislu Ljapunova
a) stabilna ravnotezna tocka
b) nestabilna ravnotezna tocka

€

Slika 4.13: Asimptoticno stabilna ravnotezna tocka

Funkcija Ljapunova

Za dolocitev stabilnosti je Ljapunov vpeljal skalarno funkcijo V(x), ki ima last-
nosti "energije” v sistemu, vendar je dosti bolj splosna. Dokazal je, da v primeru,
¢e ta "energija” postaja manjSa, postane kon¢no enaka ni¢ in sistem ostane v
mirovanju. Lastnosti Ljapunove skalarne funkcije so naslednje
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1

<

0)=20

(0)

2. V(z) >0  |lz]| £0
)
)

w

. V() je zvezna in ima zvezne odvode z ozirom na vse komponente x

4. V(x) < 0 vzdolz trajektorije

Lastnosti 1 in 2 dolocata t.i. pozitivno definitnost skalarne funkcije V(x).
Pomenita, da ima sistem pozitivno ”energijo” za vsako stanje razlicno od ni¢ in
enako ni¢ v stanju ni¢ (v ravnotezni tocki). Lastnost 3 pomeni, da je funkcija V' (z)
zvezna in zvezno odvedljiva, lastnost 4 pa zagotavlja, da energija sistema upada
glede na zacetno stanje. Ce v lastnosti 4 velja le neenacaj, potem gre trajek-
torija v koordinatno izhodisce. Lastnost 4 doloca t.i. semi negativno definitnost
skalarne funkcije V().

Stabilnostni teorem

Ce za sistem

&= f(z) (4.57)

obstaja skalarna funkcija Ljapunova, potem koordinatno izhodisce predstavlja
stabilno ravnotezno tocko.

Ce velja V < 0, potem je koordinatno izhodisée asimptotiéno stabilna ravnotezna
tocka.

Ce dodatno velja V() — oo ¢e ||z|| — oo, je ravnotezna tocka globalno asim-
ptoti¢no stabilna.

Primer 4.3 Nelinearni sistem opisujeta enacbi stanj

1:1 = T9 — [El(flj'% + ng) (458)

Ty = —x1 — 2o(23 + 23) (4.59)
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Ker koordinatno izhodisce x; = 0, x5 = 0 dolo¢a edino ravnotezno tocko (z; =
29 = 0), ni potrebna nikakrsna transformacija koordinat.

Izberimo pozitivno definitno skalarno funkcijo

V(x) =23 + 25 (4.60)
tako da velja V(0) = 0, V(x) > 0, ¢e ||z|| = 23 + 23 > 0. Ker je odvod skalarne

funkcije

Vix) = 2214 + 21909 = (4.61)
= —2(ay +13)°

negativno definitna funkcija, saj velja V() < 0, ¢e ||z|| = 22 + 22 > 0, je torej
V(x) Ljapunova funkcija. Ker velja tudi V(x) — oo, ¢e ||x|| — oo, predstavlja
koordinatno izhodisce globalno asimptoticno stabilno ravnotezno tocko. 0

Stabilnost linearnih sistemov

Dolocitev stabilnosti linearnih sistemov po metodi Ljapunova je nekoliko enos-
tavnejsa predvsem v smislu izbire skalarne funkcije V' (x). Ce izberemo skalarno
funkcijo v obliki

V=2"Px (4.62)

kjer je P simetri¢na pozitivno definitna (Hermitska) matrika (determinante n
glavnih minorjev pozitivne),! potem velja ob upostevanju € = Az

dt
= @#"Pxr+a2"Px =

LSylvestrov kriterij
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= (Az)' Pz +x"PAzx = (4.63)
= ' (ATP + PA)x =
—2TQux
kjer je
AP+ PA=-Q (4.64)

Ljapunov je dokazal, da je za vsako pozitivno definitno matriko @ in s tem nega-
tivno definitno skalarno funkcijo V (z), matrika P, ki odgovarja enacbi (4.64) tudi
pozitivno definitna in je torej skalarna funkcija V() pozitivno definitna, ce je sis-
tem asimptoticno stabilen. Zato lahko izberemo @ = I, t.j. najenostavnejso pozi-
tivno definitno matriko, nato pa z resitvijo sistema enacbh (enacba 4.64) dolo¢imo
elemente matrike P in preverimo, ¢e je le ta pozitivno definitna. Ce je, je sistem
asimptoticno stabilen.

Primer 4.4 Sistem 2. reda opisuje enacha

& = [ 0 11} @ (4.65)

7 izbiro Q = I dolo¢imo matriko P iz enacbe

AP+ PA=—-1 (4.66)
0z.
0 —1} [pn p12] [pn pm} [ 0 1 } {—1 0 }
+ = 4.67
[1 =1l 1lp2 p2 P12 pall—-1 —1 0 -1 ( )
Iz tega dolo¢imo sistem enacbh
—2pp = —1 (4.68)

P11 —pi2—pa = 0
2p12 — 2pyp = —1
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0Z.

e

I
—
— N

N[00 | 0o

} (4.69)

Matrika P je pozitivno definitna, saj velja

3 3 1
— 2 2
2>0 ‘; 1’>0 (4.70)

Sistem je globalno asimptoti¢no stabilen. Ljapunova funkcija je

1 1
V(iz) = x'Px= 5(3@‘% + 2z129 + 2003) = 25 + 5[1’3 + (21 + 12)?] (4.71)
V(zg) = —(af+23)

4.6 Transformacija spremenljivk stanj

Cesto se zgodi, da spremenljivke stanj, ki smo jih dobili pri doloceni formulaciji
problema (pri modeliranju) niso tako primerne kot kaksne druge spremenljivke
stanj. Namesto da se lotimo ponovnega modeliranja z dolo¢enimi spremembami,
je mozno, da isto dosezemo s transformacijo ze dobljenih matrik A, B, C' in D
in stanja x(t) v neke matrike A, B, C, in D, in stanje x;(t) s pomocjo linearne
transformacije T'. Le-ta je nesingularna, obicajno konstantna matrika. Z enac¢bo

x,(t) = T 'x(t) (4.72)

je dolocen vektor stanj @;(tf) v novi (transformirani) obliki, x(¢) pa je prvotni
vektor stanj. Ker je originalni sistem zapisan z enachbama
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dobimo z upostevanjem enacb (4.72), (4.73) in (4.74)

Tz, (t) ATz, (t) + Bu(t) (4.75
y(t) = CTx(t) + Dult) (4.76
x,(0) = T 'z(0) =T 'z

0Z.

@i(t) = T 'ATxz(t) + T 'Bu(t) = Awx(t) + Byu(t) (4.77)
y(t) = CTx(t) + Du(t) = Cray(t) + Dyu(t) (4.78)

Torej so transformirane matrike

A =T'AT B,=T'B C,=CT D,=0D (4.79)

Transformirani sistem predstavlja povsem ekvivalenten sistem originalnemu sis-
temu s stalisca vhodno izhodnih relacij, medtem ko se spremenljivke stanj seveda
obnasajo drugace. Sistemu torej ne spremenimo prenosne funkcije in seveda tudi
ne karakteristicne enacbe (lastnih vrednosti). Z ustrezno izbiro transformacijske
matrike T lahko prevedemo poljuben sistem zapisan v prostoru stanj v t.i. stan-
dardne ali kanoniéne oblike. Le te so zlasti pomembne v dolocenih nacrtovalnih
postopkih, saj lahko precej poenostavijo postopek (npr. nacrtovanje regulatorjev,
observatorjev, ...).

4.7 Kanonicne oblike

Sistem, ki je zapisan v prostoru stanj, se zelo enostavno prevede v prenosno
funkcijo s pomocjo enache

G(s)=C(sI —A)'B+D (4.80)

Velikokrat pa se zahteva obraten postopek, torej pretvorbo iz prenosne funkcije
v prostor stanj, saj so Stevilne sodobne metode nacrtovanja kakor tudi simulacije
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sistemov osnovane na tem zapisu. Pretvorba iz prenosne funkcije v prostor stanj
pa ni enolicna. V tem poglavju si bomo ogledali, kako pretvoriti prenosno funkcijo
(0z. ustrezno diferencialno enacbo) v razlicne standardne oz. kanonicne zapise.

S simulacijskim pristopom lahko ponavadi relativno enostavno pridemo do
kanoni¢nih oblik in se izognemo bolj zahtevnim postopkom, ki omogocajo iz
nekega poljubnega zapisa v prostoru stanj preiti v kanoni¢no obliko s pomocjo
transformacij (matrike 7).

4.7.1 Vodljivostna kanoni¢na oblika

Sistem, ki ga opisuje prenosna funkcija

Y(s)  bos" + bys" '+ ... +b,_15+ by

G =
(5) U(s) s"+as"t4...+a,15+ay,

(4.81)

prevedemo v vodljivostno kanonicno obliko, ce uporabimo t.i. delitveni postopek
(partitioned form method) za simulacijo prenosne funkcije. Prenosno funkcijo
razdelimo v dve prenosni funkciji

= 4.82
)~ U(s) W) (482
W (s) 1

= 4.
U(s) s+ asm M+ 4 a5+ ay, (4.83)
Y(S) _ n n—1
W(S) = bys" + bys + ...+ b1+ b, (484)

Prvo prenosno funkcijo realiziramo (simuliramo) s t.i. indirektnim nacinom, kjer
enacbo (4.83) zapisemo v obliko

S"W = —a1 "W — ... —ap_1SW —a,W + U (4.85)

Enacbo (4.84) pa zapisemo v obliko
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Y(s) = bos"W + bys" W + ...+ by_15W + b, W (4.86)

Simulacijsko (realizacijsko) shemo prikazuje slika 4.14.

b, b, b, b,, b,

A A A A

u X, X X, X,

—( re>» | > | 2y - —— —— | > | o

‘\J SnW / n- SW W
_ Sn-] W

Y Y Y Y

al aZ an—[ an

Slika 4.14: Vodljivostna kanoni¢na oblika

Spremenljivke stanj izberemo na izhodih integratorjev in jih oznac¢imo z desne
proti levi. Slika 4.14 nazorno prikazuje odvisnost odvodov spremenljivk stanj od
spremenljivk stanj in vhodnega signala. Za izhodno ena¢bo pa enacbo (4.86) s
pomocjo slike 4.14 preoblikujemo v

y<t) - (bn - anbO)xl (t) + (bn—l - an—lb0)$2(t) +...+ (bl - albo).Tn + bou (487)

Torej je zapis v prostoru stanj v vodljivostni kanonicni obliki

0 1 0 0 0 0
0 0 1 ... 0 0 0

e(t) = | : : L )+ | e (4.88)
0 0 0 0 1 0

|
S
S
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S
L
|
S
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|
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|
e
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—
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y(t) = [bn — CLnbO bn,1 — an,160 ce b2 — agbo b1 — albo] w(t) -+ bou
(4.89)

Matrika A ima t.i. Frobeniusovo obliko (companion oblika), matrika B ima obliko
stolpnega vektorja s samimi niclami razen enke na koncu, za matriko C' pa ni
posebnih zahtev.

Vodljivostna oblika je zlasti primerna za nacrtovanje regulatorja stanj.

4.7.2 Spoznavnostna kanoni¢na oblika
Sistem, ki ga opisuje prenosna funkcija

Y(s)  bos" 4+ 015" 4. 4 byys + by
U(s) s +as" 4+ ... +ap,_15+ay

G(s) = (4.90)

prevedemo v spoznavnostno kanonic¢no obliko, ¢e uporabimo t.i. wvgnezdeno
metodo (nested form method) za realizacijo (simulacijo) prenosne funkcije. Z
navzkriznim mnozenjem enacbe (4.90) dobimo

(8" +a1s" P+ ap15+a,)Y = (bgs" + 15"+ .+ by_15+b,)U (4.91)

Zdruzimo clene z enako potenco

SUY —boU)+5" HaY =0 U)+. .. +5(an 1Y —bp 1 U)+(a,Y —b,U) =0 (4.92)

Enacbo (4.92) delimo z s™, da na levi ostane le YV’

1 1
Y = bl = (@Y —bl) — ... anaY —byaU) = —(a,Y = b,U) (4.93)

_F<
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in jo napisemo v vgnezdeni obliki

1 1 1

S

Izberemo spremenljivke stanj

1

X, = g[an—anY] (4.95)
1

Xy = ;[(bn—lU_an—IY) + X
1

Xn = g[(blU - alY) ‘I’Xn—l]

Izhod doloc¢a enacha

Y =bU + X, (4.96)

Shemo za realizacijo (simulacijo) prikazuje slika 4.15.

Spremenljivke stanj so ponovno izhodi integratorjev, vendar tokrat v smeri od
leve proti desni.

Za zapis v prostoru stanj vstavimo enacbo (4.96) v enacbo (4.95) ter pomnozimo
vse enache z s.

sX1 = —a, X, + (by — ayb)U (4.97)
Xy = Xi—an1Xp 4 (bp1 — an_1bo)U

sX, = X, 1—a1 X, + (b —aby)U

Torej je zapis v prostoru stanj v spoznavnostni kanonicni obliki
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Y \
b,

S S P

2=
n-1 a]

A A A

Slika 4.15: Spoznavnostna kanoni¢na oblika

0O 0 ... 0 —a, b, — a,bo
1 0 ... 0 —Ap—1 bn—l - an_lb()

et) = |0 1 ... 0 —ano|x(t)+ |bo-2—an2bo| u(t) (4.98)
0O 0 ... 1 —a bl — CL1b0

y) = [0 0 ... 1]z(t)+ boult) (4.99)

Matrika A je transponirana Frobeniusova matrika. Za matriko B ni posebnih
zahtev, matrika C pa je v obliki vrsti¢cnega vektorja s samimi ni¢lami razen
enice na zadnjem mestu. Spoznavnostna oblika je zlasti primerna pri nacrtovanju
observatorjev.

4.7.3 Diagonalna in Jordanova kanoni¢na oblika

Do te kanonicne oblike pridemo, ¢e prenosno funkcijo razvrstimo v parcialne
ulomke

Y (s) bos" + 015"+ bys+ by

U(s)  (s=A)(s—Ag)...(s = \)

(4.100)
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C1 Co Cn
+

= b
0+3—)\1+3—)\2+ S — Ap

A; so poli sistema oz. lastne vrednosti matrike A. Predpostavljamo, da so razli¢ni.
Enacbo (4.100) lahko zapisemo v obliko

1 Co Cn
Y =bU U U—+... U 4.101
0 +S—)\1 +s—)\2 + +s—/\n ( )
Definiramo spremenljivke stanj
Xifs) = —-U(s)
13 N S — )\1 s
1
X = U 4.102
(s) = U (1102)
Xu(s) = ——U(s)
" s —\,
Enacbe (4.102) preuredimo v obliko
sX1(s) = MXi(s)+U(s)
sXo(s) = AXo(s)+U(s) (4.103)
sX,u(s) = ANXu(s)+U(s)
Izhodni signal pa je
Y = C1X1 + C2X2 + ...+ Can + boU (4104)

Enacbe (4.103) in (4.104) dolocajo zapis v diagonalni kanonicni obliki
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A0 0 1

a) = |° 0 ® 01 ) + 1 u(®) (4.105)
0 0 An 1

y(t) = [e1 o ... cu]x(t) + bou(t) (4.106)

» b,
- 1 X »
S-A,
u » 1 X »| C Y
> > 2
s-\,
| |
| |
| |
» )i X »| C
' g > n
S-\,

Slika 4.16: Blo¢na shema za realizacijo (simulacijo) v diagonalni kanoni¢ni obliki
Ce vsebuje sistem ve¢ enakih lastnih vrednosti, potem ga ni mozno zapisati v

prej obravnavani diagonalni obliki, ampak v t.i. Jordanovi obliki. Predpostavimo
sistem n-tega reda s tremi enakimi lastnimi vrednostmi

Y(s) bos™ + b1s" L+ ...+ by_15+ b,

_ 4.107
U(s)  (s=A)2(s—=A)(s—A5) ... (s — ) ( )
Razvrstitev na parcialne ulomke ima v tem primeru obliko
Y (s) ¢ C2 c3 C4 Cn
=b e 4.108
U(s) 0+(s—)\1)3+(s—)\1)2+s—)\1+s—)\4+ +3—)\n ( )
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Ce izrazimo Y (s), dobimo

C1

Co

237

C3 Cy Cn

Y (s) = bU U U U U+... U
(s) = o +(s—)\1)3 +(s—)\1)2 +s—)\1 +s—)\4 * +s—)\n
(4.109)
Definirajmo
1
X, = U
' (s —\1)?
Xy = ! U
2 (5= )2
1
X3 = U 4.110
3 S — )\1 ( )
1
Xy = U
4 S — )\4
1
X, = U
s — A
Ker veljajo prenosne funkcije
X1 1
—= = 4.111
X2 S — )\1 ( )
Xy 1
Xg N S — )\1
dobimo iz zgornjih enacb
sX4 X1+ Xy
SX2 >\1X2 + X3
SX3 /\1X3 + U (4112)
8X4 /\4X4 + U
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sXn = X, +U

Izhodna enacba pa je

Yzchl +CQX2+03X3+C4X4+ —f-Can—l—boU (4113)

Torej je zapis v prostoru stanj

(A1 0.0 0 707
0 AN 1'0 0 0
0 0 AM!O 0 1
) = |00 0N o |zO+ ] u)  (4114)
|
: Lot :
: |
0 0 010 v [ 1]
y = [ e .. cp]®(t) + bou(t) (4.115)

Za Jordanovo kanonicno obliko je znacilno, da se pojavljajo v sistemski matriki
enice tudi nad glavno diagonalo. Tem delom matrike (oznaceno ¢rtkano) pravimo
Jordanovi bloki. Slika 4.17 prikazuje blo¢no shemo za realizacijo v Jordanovi
kanoni¢ni obliki.

Primer 4.5 Zapisite sistem s prenosno funkcijo

Y (s) _ 543 (4.116)

U(s) s2+3s+2

v razlicne kanoniéne oblike.

Vodljivostna kanoni¢na oblika

2(f) = {_02 _13]m(t)+{1}u(t) (4.117)
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Y
IS

Y

u > 1 . 1 > 1
S-A, X, S-\, X, S-\,
- 1
S-}\.4 X,
|
|
|
A - ] .
s-\, ”
xn
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Slika 4.17: Blo¢na shema za realizacijo v Jordanovi kanoni¢ni obliki

y(t) = [3 1]=()

Spoznavnostna kanonicna oblika

2(t) = [(1) :g}w(t)—i-ﬁ]u(t)
y(t) = [0 1]=(t)
Diagonalna kanoniéna oblika
v(s) 2 -1

Ul(s) s+1+s+2

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)
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2(t) = {O _2]:B(t)+{1}u(t) (4.122)

yt) = [2 —1]=() (4.123)

4.7.4 Transformacija sistema v diagonalno kanoni¢no ob-
liko

Sistem, ki ga opisuje enacba

(t) = Az(t) + Bu(t) (4.124)

naj ima n razlicnih lastnih vrednosti. Pois¢emo transformacijsko matriko 7', ki
transformira sistem v diagonalno obliko

M0 ... 0
0 X ... 0
A=|. 7 : (4.126)
0 0 ... M
Velja torej
A=T'AT (4.127)
OZ.
TA = AT (4.128)

Iz obravnave lastnih vektorjev matrike A je znano, da le ti zadovoljijo enacbi
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OA = AO (4.129)
0Z.

M\ = AD; (4.130)
kjer je

matrika lastnih vektorjev, \; pa i-ta lastna vrednost.

S primerjavo enacb (4.128) in (4.129) vidimo, da je transformacijska matrika T'
kar enaka matriki lastnih vektorjev ®. Ce ima matrika A Frobeniusovo obliko,
je transformacijska matrika posebej enostavna

1 1 . 1
Al D U VY
T=0=| M X ... X7 (4.132)
)\ln—l )\211—1 o )\nn—l

Matrike A, B, C in D ter vektor x(¢) se transformirajo v matrike A; = A, By,
C., D, ter vektor x;(t) po enacbah (4.72) in (4.79).

Primer 4.6 Sistem v prostoru stanj

2(t) — {_21 ?]m(t)Jr[_lJu(t) (4.133)
o) = [1 0]a() (4.134)

zapisSimo v diagonalno obliko.

Lastne vrednosti dolo¢imo iz enacbe
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det(A\T — A) =0 (4.135)

AL =2 A2

I
—_

(4.136)

Lastna vektorja dolo¢imo iz enacb

APy = Al
Torej velja
1911 . 2 0 1911
- 15 20

Sistem dveh ena¢h omogoca poljubno izbiro 9,1, zato lahko izberemo tudi 1

9 — [_11} (4.139)
Iz enache
V2] [ 2 07 [Vhe
on) = 15 ] Lo (4140
pa doloc¢imo
9y — m (4.141)

pri cemer smo izbrali ¥9y = 1.
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Vcasih lastne vektorje tudi normiramo, tako da je vsota kvadratov elementov
enaka 1. V takem primeru sta lastna vektorja

_Jél 9y — m (4.142)

0
T:G):[ V2 ] (4.143)
-X 1
transformirane matrike pa so
1 2 0
A —A=T AT:{O J (4.144)
B,=T 'B= [{ﬂ
C,=CT = [% o}
]

4.7.5 Transformacija sistema v Jordanovo kanoni¢no ob-
liko

V splosnem matrike A ni mozno diagonalizirati, ¢e vsebuje veckratne lastne vred-
nosti razen v primeru realne simetricne matrike A. Obstaja pa transformacija,
ki prevede matriko A v t.i. Jordanovo obliko

J=T'AT (4.145)

tako da je matrika J ”pretezno” diagonalna. Obliki sistema, ki je zapisan z Jor-
danovo matriko J, pravimo Jordanova kanonicéna oblika. Tipi¢ni obliki Jordanove
matrike sta
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M 1 0.0 0 M 1 0.0 O
0 N 1,0 0 0 A 0,0 0
J=10 0 N'0 0 J=10 0 X'0 0 (4.146)
00 01X 0 00 01X O
0 0 010 X 0 0 010 M\

Jordanova matrika J ima naslednje lastnosti:

1. Elementi na glavni diagonali so lastne vrednosti matrike A.
2. Vsi elementi pod glavno diagonalo so nic.
3. Nekateri elementi tik nad glavno diagonalo so enaki 1.

4. Enke skupaj z lastnimi vrednostmi oblikujejo t.i. Jordanove bloke, ki so
prikazani s ¢rtkanimi crtami.

5. Ce ima nesimetricna matrika A veckratne lastne vrednosti, potem njeni
lastni vektorji niso linearno neodvisni. Ozna¢imo, da ima matrika A reda
n X n r linearno neodvisnih vektorjev (r < n).

6. Stevilo Jordanovih blokov je enako stevilu linearno neodvisnih lastnih vek-
torjev r. Vsakemu Jordanovemu bloku pripada natanko en linearno neod-
visni lastni vektor.

7. Stevilo enic nad glavno diagonalo je n — 7.

Transformacijsko matriko T dolo¢imo na naslednji nacin:

Predpostavimo, da ima matrika A ¢ razlicnih lastnih vrednosti med n lastnimi
vrednostmi. Lastne vektorje, ki pripadajo razlicnim lastnim vrednostim, dolo¢imo
na obicajen nacin

OZ.

N—A)Y =0 i=12....4¢ (4.148)

Lastne vektorje, ki pripadajo Jordanovemu bloku m x m (m kratna lastna vred-
nost A;)
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A 100 0 O
0 X 1 ... 0
Ji=1: P (4.149)
0 0 O A1
0 0 0 ANl um
doloc¢imo iz enacbe
0J; = A0 (4.150)
0Z.
[ Py ... Y, ]J;, =AY Y ... O,] (4.151)
kar lahko zapisemo v obliki
)\j’l91 - A’l91
Y+ N\, = A,

’l92+>\j'l93 - A193 (4152)
Gt + N, = AD,

Vektorje ¥, 92, ... , 9, ki pripadajo j-temu Jordanovemu bloku (med sabo so
linearno odvisni), dolo¢imo iz enach

()\jI—A)’ﬁQ - —’191
NI — A5 = —0, (4.153)
NI — A, = —Dpy

Primer 4.7 Prevedite matriko
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(4.154)

I
w = o
N O O
N

v Jordanovo obliko.

Matrika A ima lastne vrednosti

det AN —A)=A—2)A—=1) =0 M =2inXA=X=1 (4.155)

Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A\ = 2 dolo¢imo na standardni nacin

(MI — A)d, =0 (4.156)

2 -6 5] [0
—1 2 2| |¥yn|=0 (4.157)
—3 -2 —2| |V

S poljubno izbiro ¥1; = 2 morata biti elementa 95, = —1, U331 = —2, torej je
lastni vektor

2
1] (4.158)

Za lastno vrednost Ay = A3 = 1 doloc¢imo dva linearno odvisna vektorja 9, in 93
iz enacb

oI — A)9, = 0 (4.159)
Do — A)93 = —0y (4.160)

Prva enacba ima obliko
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1 -6 5 V12
—]_ 1 —2 1922 = 0
-3 -2 3] |V

7 izbiro Y15 = 1 sta ¥y = —%, U39 = —%, torej je lastni vektor 95

&
[
| =

~|o=Iw

Druga enacba ima obliko

1 —6 51 [0 ~1
11 =2 | V| =
—3 =2 —3| |V

iz ¢esar dobimo lastni vektor

1

9y = | -2

’ 1

T 49

in s tem transformacijsko matriko
2 1 1

O — 3 22
T=0=|-1 —: -3
9 _3 _46
7 49

Jordanovo matriko pa dobimo s pomocjo transformacije matrike A

J=T'AT =

o o
o O
— _ O
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(4.161)

(4.162)

(4.163)

(4.164)

(4.165)

(4.166)
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Ker sta dva neodvisna lastna vektorja, imamo dva Jordanova bloka, nad glavno
diagonalo pa eno enico (n —r=3—2=1). O

4.8 Vodljivost in spoznavnost sistemov

Pojma vodljivost in spoznavnost sistemov imata zelo pomembno vlogo pri
nacrtovanju regulacijskih sistemov.

Vodljivost sistema je bistvenega pomena, da sploh lahko na¢rtamo ustrezno regu-
lacijo, saj zagotavlja, da regulirna veli¢ina lahko deluje na vsa stanja sistema, ki
ga regulira. Spoznavnost sistema pa pomeni, da vse spremenljivke stanja delujejo
na izhod. To je zelo pomembno, ko nacrtujemo regulatorje stanj, ki potrebujejo
za delovanje spremenljivke stanja. Ker le teh vcasih ni mozno meriti ali pa so
meritve zelo drage, s pomocjo observatorjev iz merjenih izhodov dolo¢imo spre-
menljivke stanja. To pa je mozno le v primeru, Ce je sistem spoznaven.

Vecina fizikalnih sistemov je vodljivih in spoznavnih, kaj lahko pa se zgodi, da
to ne velja za njihove modele, ki jih uporabljamo pri nac¢rtovanju regulacijskih
sistemov.

4.8.1 Vodljivost sistemov

Sistem je vodljiv v smislu spremenljivk stanja, ¢e je mozno z neomejenim vhod-
nim signalom zacetno stanje x(ty) pripeljati v konéno stanje x(¢;) v konénem
casovnem intervalu ¢y <t < ;. Vodljive sisteme je mozno zapisati v vodljivostni
kanonicni obliki.

Pogoj za vodljivost izpeljemo iz ¢asovnega odziva sistema zapisanega v prostoru
stanj, pri cemer predpostavimo koncéno stanje x(t1) = 0

t1
a(t)) = eAz(0) + / eAt=7) By(7)dr = 0 (4.167)
0

Enacbo (4.167) je mozno izpolniti samo v primeru, ¢e ima matrika
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Q,=[B AB ... A"'B)] (4.168)

rang enak n, t.j redu matrike A, oz. Ce je sestavljena iz n linearno neodvisnih
vektorjev

rang(Q,) = n (4.169)

Q, je vodljivostna matrika. Pri sistemih z enim vhodom je potreben in zadosten
pogoj za vodljivost, da je matrika @, nesingularna, torej da velja

det(Q,) # 0 (4.170)

Vodljivost sistema se obic¢ajno lepo vidi iz bloénih (simulacijskih) shem. Pri
sistemih, ki niso vodljivi, se opazi, da z vhodnim signalom ni mozno delovati
na doloceno stanje. Ker so pri diagonalni kanonic¢ni obliki stanja odvisna le od
vhodnega signala, ne pa od povezav med stanji, je zato to zelo primerna oblika
za proucevanje vodljivosti.

Studij vodljivosti s pomo¢jo diagonalne ali Jordanove kanoni¢ne oblike

Sisteme, ki imajo razlicne lastne vrednosti, je mozno zelo enostavno pretvoriti v
diagonalno obliko s pomocjo transformacijske matrike T' = ©, kjer je ©® matrika
lastnih vektorjev.

A0 0
0 X ... 0

gt)=1|. 7 .| @) + Buu(t) (4.171)
0 O An

Ker lahko enacbo (4.171) zapiSemo z enac¢bami

[ttl(t) = Alxtl(t)—I—bﬂu(t) (4172)
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Tpp(t) = Aomp(t) + bpu(t) (4.173)

rtn(tj = AT (t) + benu(t) (4.174)

je o¢itno, da lahko vhodni signal u(t) deluje na vsako spremenljivko stanja v x;(t)
le v primeru, ¢e vektor B; ne vsebuje nobene nic¢le. Pogoj velja tudi za sisteme
z ve¢ vhodi. V tem primeru je B; matrika in nobena njena vrstica ne sme biti v
celoti nic.

Primer nevodljivega sistema prikazuje slika 4.18.

b ) ( )xr/ ) '[ Xu
A,

u(t) ?xn > | X,
A,

Y

A

c, y@®)

Y

»i
«

Slika 4.18: Nevodljiv sistem v diagonalni obliki

V primeru, ko vse lastne vrednosti med seboj niso razlicne, lahko proucujemo
vodljivost s pomocjo Jordanove kanonicne oblike. V tem primeru je sistem vodljiv,
¢e vrstica v matriki By, ki pripada zadnji vrstici Jordanovega bloka, ni enaka nic.
Razlog je v tem, da zadnja vrstica vsakega Jordanovega bloka ustreza tisti enacbi
stanja, ki kaze le na povezanost tistega stanja z vhodom, ne pa z ostalimi stanji.

Primer 4.8 Ali je sistem

-1 1.0 0
()= 0 —1,0 |+ |0|u®) yt)y=[1 1 1]a(t) (4.175)
0 0 1-2 3

vodljiv?

Ker je druga vrstica matrike B, enaka 0 (zadnja vrstica, ki pripada prvemu
Jordanovemu bloku), je sistem nevodljiv. To je razvidno tudi iz ustrezne blo¢ne
(simulacijske) sheme. Zgornjo matriéno enacbo napisemo z enachami
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ra(t) = —walt) + o) (4.176)
l’tg(t) —$t2(t) (4177)
r3(t) = —2x3(t) + 3ul(t) (4.178)
u(t ( ) X, J‘ X ‘< ))'C,, J‘ X = (¥
3 xm J‘ X3
2 e
Slika 4.19: Nevodljiv sistem v Jordanovi kanonié¢ni obliki
Ugotovitev lahko potrdimo tudi z izracunom vodljivostne matrike

0 0 O
Q,=[B AB A’B]=|0 0 0 (4.179)

3 —6 12
det(Q,) =0 (4.180)
Ker je determinanta matrike @, enaka nic, je sistem nevodljiv. O

Vodljivost sistema, ki je zapisan s prenosno funkcijo

Sistem, ki je zapisan s prenosno funkcijo, je vodljiv, ¢e ne vsebuje takih nicel in
polov, ki bi se krajsale.

Primer 4.9 Sistem oz. zvezo med spremenljivko stanja xs(t) in vhodnim sig-
nalom wu(t) opisuje prenosna funkcija
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X 2. 2.
2(s) _ s+2.5 _ 5+2.5 (4.181)
U(s) s24+15s—25 (s+25)(s—1)
Isti sistem opisuje v prostoru stanj enacba
Zfl . 0 1 T 1
)= los sl ]+ 1] (4.182)
Ker velja
1 1
Q,=[B AB]Z[l 1] (4.183)
in
det(Q,) =0 (4.184)
sistem ni vodljiv. -

Izhodna vodljivost

V regulacijskih sistemih Zelimo obi¢ajno regulirati izhodno (regulirano) veli¢ino.
Vodljivost v smislu stanj zato ni zadosten pogoj za izhodno vodljivost. Véasih
niti ni nujno, da je sistem vodljiv v smislu stanj, pa je vendarle izhodno vodljiv.
Sistem je izhodno vodljiv, ¢e je mozno z neomejenim signalom u(t) v konénem
casovnem intervalu ¢ty < t < t; pripeljati izhod z zacetno vrednostjo y(ty) v

konéno vrednost y(ty).

O izhodni vodljivosti odloca izhodna vodljivostna matrika Q;

Q,=[CB CAB CA’B ... CA"'B D] (4.185)

Sistem z enim izhodom je izhodno vodljiv, ce je

rang(Q,;) =1 (4.186)
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Sistem z m izhodi je izhodno vodljiv, ce je

rang(Q,;,) =m (4.187)

4.8.2 Transformacija sistema v vodljivostno kanoni¢no ob-
liko

Sistem, ki ga opisuje enacba

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (4.188)
y(t) = Cux(t) + Dult)

transformiramo v vodljivostno kanoni¢no obliko s pomocjo transformacijske ma-
trike

T=QW (4.189)

pri cemer je @, vodljivostna matrika

Q,=[B AB ... A" 'B] (4.190)
W pa je matrika
Ap—1 QAp—o ... Qa1 1
Ap—2 Ap—3 ... 1 0
W= : : b (4.191)
ay 1 0 O
1 0 0

a; so koeficienti karakteristicnega polinoma
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det(sI — A) =s"+a;s" ' +... +a, 15 +a, (4.192)

Da lahko izvrsimo ustrezno transformacijo, mora biti sistem vodljiv.
Primer 4.10 Transformirajmo sistem
= Ax + Bu (4.193)
A:[ L 1} B:m (4.194)

v vodljivostno kanonicno obliko.

Vodljivostna matrika

(4.195)

Q.=(B AB]=[, ]

ima rang (Q,) = 2, zato je sistem vodljiv. Ker je karakteristi¢ni polinom

0.5 0.5

det(sI — A) = 821 3:—13 =(s—1(s+3)+4=5"+25+1=5"+a1s+ay
(4.196)
je matrika W
Cfar 17 (2 1
W[l o}h 0} (4.197)
" 0 2 2 1 2 0
reqw=[0 202 =[2 9 e
T—1:{0'5 O} (4.199)
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Matrike transformiranega sistema so

At:T—lAT:{O'E’ oHl 1H2 o]:[o 1](4'20())

05 05]1—-4 -3][-2 2 -1 -2
el 05 O]{O]_{O}
B, =T B_[O.E) 05] 2] [1
Transformirani sistem ima torej vodljivostno kanoni¢no obliko. O

4.8.3 Spoznavnost sistemov

Sistem je spoznaven, ¢e lahko stanje x(ty) dolo¢imo s pomo¢jo opazovanega izhod-
nega signala y(t) v konénem ¢asovnem intervalu o < ¢ < ¢;. Sistem je spoznaven,
¢e vsaka spremenljivka stanja deluje na izhod. Spoznavnost sistema je pomem-
bna takrat, kadar zelimo iz merjenega izhoda doloc¢iti v ¢im krajSem moznem
casu spremenljivke stanja (vse ali samo nekatere).

O spoznavnosti sistema odloca matrika spoznavnosti Q,

C
A
Q, = C (4.201)
cA™!

Sistem je spoznaven, ¢e je rang matrike @, enak n, oz. ¢e je matrika @Q, sestav-
ljena iz n linearno neodvisnih vektorjev

rang(Q,) =n (4.202)

kjer je n red sistema. Ce ima sistem en izhod, je spoznaven, ¢e je matrika Q,
nesingularna

det(Q,) # 0 (4.203)
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Primer 4.11 Ali je sistem

y=[1 0]z

vodljiv v smislu stanj, izhodov? Ali je spoznaven?

Ker velja

Q-8B aB]=[] ]

1 —1 det(Qv) 7é 0

je sistem v smislu stanj vodljiv.

Ker velja

Q,=[CB CAB|=[0 1] rang(Q,;) = 1

je sistem izhodno vodljiv.

Ker velja

Q.= [gal =11 1] @) o

je sistem spoznaven.

(4.204)

(4.205)

(4.206)

(4.207)

(4.208)

Studij spoznavnosti s pomoé¢jo diagonalne oz. Jordanove kanoni¢ne

oblike

Ce je sistem transformiran v diagonalno kanoni¢no obliko
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() = Azmy(t) + Bu(t) (4.209)
y(t) = Cia(t) + Du(t) (4.210)

je spoznaven, ¢e matrika C; ne vsebuje kolon s samimi niclami oz. v primeru
sistemov z enim izhodom, ¢e vrsticni vektor C; ne vsebuje nobene nicle. Izhodno
enacho namrec lahko zapisemo v obliki

y(t) = cuxn(t) + cpzp(t) + ... + T (t) (4.211)

in ker v primeru diagonalne kanoni¢ne oblike ni medsebojnih vplivov med stanji,
je jasno, da vsa stanja vplivajo na izhode le, ¢e so vsi elementi ¢;; razlicni od nic.
Primer nespoznavnega sistema prikazuje slika 4.20.

X
—> b, »?_. | Fes
A,

u(t) J’(t),

_> b 2 x,_? _[ x’J
A,

Y

A

i
«

Slika 4.20: Nespoznaven sistem v diagonalni obliki

Ce vse lastne vrednosti med seboj niso razli¢ne, lahko prou¢ujemo spoznavnost
s pomocjo Jordanove kanoni¢ne oblike. V tem primeru je sistem spoznaven, e
kolona v matriki C}, ki pripada prvi vrstici ustreznega Jordanovega bloka, ni
enaka nic.

Primer 4.12 Ali je sistem zapisan v Jordanovi kanoni¢ni obliki

go=| 0 —1'0 |z +|1lu@t) yBO)=[0 1 1]z@) (4.212)
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spoznaven?

Sistem ni spoznaven, ker je prva kolona matrike C'; enaka nic¢. Sistem je vodljiv,
ker je druga vrstica matrike B; razlicna od ni¢. To je razvidno tudi iz ustrezne
blo¢ne (simulacijske) sheme na sliki 4.21.

—> ! a?x_. [ =SSN ?x_, [ E2
wy | C,VP ()
Ly 3 xrj J' X

-2 |«

Slika 4.21: Nespoznaven in vodljiv sistem v Jordanovi obliki

Sistem ima

0o 1 =2 0 1 1
Q,=|1 -1 1 Q=114 -7 13 0] Q.=0 -1 -2
3 —6 12 0 1 4
(4.213)
rang(Q,) = 3 rang(Q,;) = 1 rang(Q,) =0 (4.214)
torej je vodljiv, izhodno vodljiv, ni pa spoznaven. O

4.8.4 Transformacija sistema v spoznavnostno kanoni¢no
obliko

Sistem, ki ga opisuje enacba

z(t) = Axz(t)+ Bul(t) (4.215)
y(t) = Cx(t) + Dult) (4.216)
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transformiramo v spoznavnostno kanoni¢no obliko s pomocjo transformacijske
matrike

T=(WQ, (4.217)

kjer je matrika W definirana z enacbama (4.191) in (4.192), Q, pa je spoznav-
nostna matrika, definirana z enacbo (4.201). Transformacijo je mozno narediti
le, ¢e je sistem spoznaven.

Primer 4.13 Transformirajmo sistem

= Ax+ Bu (4.218)
y = Cux (4.219)
‘ 1 1 0
A:[_4 _3] B:M C=[1 1] (4.220)
v spoznavnostno kanoni¢no obliko.
Spoznavnostna matrika je
C 1 1
Q. - {CA] _ [_3 _2} (4.221)

Sistem je spoznaven, saj je rang (Q,) = 2 oz. det(Q,) # 0.

Ker je karakteristicni polinom

det(sI — A) = s +25+1 =54 a5 + ay (4.222)

je matrika W

ap 1:|

- {2 1} (4.223)

1 0
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(R e AR

1 1

[

Matrike transformiranega sistema so

m:THAT:P 4}

1 =2

2

&:T*B:P}

torej ima transformirani sistem res spoznavnostno obliko.

(4.224)

(4.225)

(4.226)

(4.227)
(4.228)
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5.

Nacrtovanje regulacijskih
sistemov v prostoru stanj

Nacrtovalne postopke v prostoru stanj smatramo za sodobne postopke. Metode,
ki zahtevajo natanc¢no poznavanje modela realnega procesa, je mozno ucinkovito
programirati in uporabljati na digitalnem racunalniku.

Regulatorje, ki jih na¢rtujemo v prostoru stanj, imenujemo requlatorje stanj. Os-
novna ideja je v tem, da regulirno veli¢ino w izracunamo iz vektorja stanj x.
Najpreprostejsi in najpogosteje uporabljeni regulator dela po regulacijskem algo-
ritmu

u(t) = —Kx(t) (5.1)

pri cemer je K obic¢ajno konstantna matrika reda r x n (r vhodov, n stanj)
oz. v primeru univariabilnega sistema konstantni vrsticni vektor. Ustrezni
odprtozanc¢ni in regulacijski sistem v primeru univariabilnega sistema prikazuje
slika 5.1.

Osnovni princip regulatorja stanj je, da neko zacetno stanje sistema (ki ga je
npr. povzro¢ila neka motnja) izregulira v stanje ni¢ na tak nacin, da so ob
tem izpolnjeni doloceni kriteriji dobrega reguliranja (primerna hitrost, majhni
prevzponi, majhne kvadrati¢ne cenilke,...).

Glede na kriterije, po katerih dolocimo matriko K, delimo regulatorje stanj na
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u B Ix>-[ x:
A K=—

L » B = [ /=
A
_K():

Slika 5.1: Odprtozancni in regulacijski sistem z enim vhodom

e regulatorje za premikanje polov ter na

e optimalne kvadrati¢ne regulatorje.

Regulatorji za premikanje polov zagotovijo zeleno lego zaprtozancnih polov,
medtem ko optimalni kvadraticni regqulatoryi minimizirajo integralsko cenilko, v
kateri so vklju¢ena stanja sistema in regulirna veli¢ina, npr.

J= / (@ Qz + ru” Ru)dt (5.2)
0

Ker v praksi obicajno nekatera stanja niso merljiva, merljivi pa so izhodi sis-
tema, moramo v tem primeru nacrtati tudi observatorje, ki nam iz merjenih
izhodnih signalov rekonstruirajo manjkajoca stanja. Nacrtovalni postopki prav
tako temeljijo na metodi premikanja polov in na uporabi kvadrati¢ne integralske
cenilke.

Zaradi vecje nazornosti se bomo omejili le na metode premikanja polov.
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5.1 Regulator za premikanje polov

S pomocjo regulatorja stanj za premikanje polov lahko dosezemo poljubno lego za-
prtozanénih polov. Ob tem predpostavimo, da so vsa stanja sistema dostopna in
da je sistem vodljiv. Omejili se bomo na sisteme z enim vhodom, saj so postopki
v primeru multivariabilnih sistemov dosti bolj zahtevni. Medtem ko je pri sis-
temih z enim vhodom vrsti¢ni vektor K natancéno dolocen z lego zelenih polov, je
pri multivariabilnih sistemih mozno doseci pole tako, da nekatere elemente regu-
latorja prosto izberemo. S tem lahko izpolnimo tudi morebitne dodatne zahteve
v regulacijskem sistemu.

Pri nac¢rtovanju kompenzacijskih regulatorjev smo zagotovili le ustrezno lego do-

minantnega para, ki je bila dolocena z ( in w,, pri regulatorju stanj pa moramo
predpisati vse pole. Le-te bomo oznacili z

M1, K2, B3, - .y Hp (53)

kjer je n red sistema, t.j. Stevilo stanj.

Sistem, ki ga reguliramo, je v prostoru stanj zapisan z enacbo
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (5.4)
regulacijski algoritem pa ima obliko
u(t) = —Kx(t) (5.5)
Ce vstavimo enacbo (5.5) v enacbo (5.4), dobimo izraz
z(t) = (A — BK)x(t) (5.6)

Enacba (5.6) je enacba stanj za regulirani sistem. Le-ta ima karakteristi¢ni poli-
nom
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det(sI — A+ BK) (5.7)

in ¢asovni odziv na zacetno stanje

z(t) = eA-BE)tg ) (5.8)

pri cemer je x(0) zacetni pogoj kot posledica dolo¢ene motnje. Matrika A — BK
je sistemska matrika requliranega sistema. Zeleni poli p1, o, Hs, - .. [ln SO Njene
lastne vrednosti. Ce je sistem @(t) = Az(t) + Bu(t) vodljiv, potem je mozno
lastne vrednosti pq, pa2, H3, ..., M, postaviti na poljubna mesta (potreben in
zadosten pogoj).

Za dolocitev regulatorja stanj K si bomo ogledali metodo izenacitve dejanskega

in zelenega karakteristicnega polinoma, metodo s pomocjo vodljivostne kanoni¢ne
oblike in metodo, ki temelji na Ackermann-ovi formuli.

5.1.1 Metoda izenacitve dejanskega in zelenega karakter-
isticCnega polinoma

To metodo je smiselno uporabiti, ¢e je red sistema n < 3. V tem primeru vrsti¢ni
vektor K zapisemo z njegovimi komponentami

K=k ko ks ...k (5.9)

Ce vstavimo enacbo (5.9) v karakteristiéni polinom

det(sI — A+ BK) (5.10)

in le-tega izenac¢imo z zelenim karakteristicnim polinomom

(s =) (s —p2) (s = pa) - (s — o) (5.11)
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dobimo enacbo

det(sI —A+BK) =(s— ) (s —p2) (s —p3) -.. (s — pin) (5.12)

Obe strani enacbe zapiSsemo v polinomski obliki. S primerjavo ustreznih ¢lenov
dobimo n enacb z n neznankami ki, ko, k3, ..., k,.

Primer 5.1 Za proces

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (5.13)
Z ao o] B[] o

je potrebno dolociti regulator stanj, ki zagotovi

¢ = 06 (5.15)
w, = 3rds™!
oz. lego polov
W = —1.84j52.4 (5.16)
o = —1.8—724

Ker je karakteristicna enacha procesa

det(sI — A _51 ‘ =5°—-206=0 (5.17)

s
)= ‘ —20.6

sta pola pri s = 4.539 in s = —4.539, torej je sistem nestabilen. Ker ima proces
dve stanji, je vektor K
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K=k k]

Karakteristicni polinom sistema je torej

det(sI — A+ BK) =

s 0 0 17 [0
[0 s]_[20.6 o]*M“ﬁ ke
_‘ s —

N —206+k1 S+k32

= 82+k28 - 206+l€1

Zeleni karakteristiéni polinom pa je

(5 —p1)(s — pip) = (s + 1.8 — j2.4)(s + 1.8 +j2.4) = s* +3.65 +9

Z izenacitvijo desnih strani enacb (5.19) in (5.20) dolo¢imo enacho

$%2+ kos —20.6 +k; = s> +3.6s+9

iz katere dolo¢imo k; = 29.6, ko = 3.6, oz. regulator stanj

K =[296 3.6]

Blo¢no shemo reguliranega sistema prikazuje slika 5.2.

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

5.1.2 Metoda s pomocjo vodljivostne kanoni¢ne oblike

Ce ima sistem vodljivostno kanoni¢no obliko
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)
NS
N
A

0 1 0 0 0 0
0 0 1 ... 0 0 0
Z,(t) = | 5 : : Colw )+ | u®) (5.23)
0 0 0 0 1 0
—Qy, —Qp_1 —Qp—o ... —Qy —a1 1

potem je sistemska matrika reguliranega sistema pri uporabi regulatorja stanj

At - Bth == (524)
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 o 0 1
—Qp — k. —ap—1 — R —an_2 — ki3 —ay — ko1 —ay — kuy,

oz. karakteristicni polinom
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s" + (a1 + ktn)sn_l + (a2 + ktn_l)sn_Q + ...+ (an_l + k’tg)S + (an + ktl) (525)

Le-tega izenacimo z zelenim karakteristicnim polinomom

(s —p1)(s —pt2) ... (s — pn) = 8" + 18" 4+ ... Fau15+ay, (5.26)

S primerjavo izraza (5.25) in desne strani enacbe (5.26) izra¢unamo komponente
regulatorja stanj K,

kn = «ap—ay (5.27)
ko = op_1—an
ky, = oq—m

Ce je model sistema zapisan v vodljivostni obliki, dolo¢imo regulator stanj
neposredno iz koeficientov zelenega zaprtozanénega karakteristicnega polinoma
in odprtozancnega karakteristicnega polinoma.

Pri reguliranju nekega realnega procesa smo vezani na tiste spremenljivke stanj,
ki so merljive. To pa ponavadi niso spremenljivke, ki bi pripadale vodljivostni
kanoni¢ni obliki, ampak neki splosni obliki

(t) = Az(t) + Bu(t) (5.28)

Zato je potrebno merljiva stanja «(t) transformirati v stanja, ki pripadajo
vodljivostni obliki ()

x(t) =T 'x(t) (5.29)

le-ta pa predstavljajo vhod v regulator stanj K, ki ga na¢rtamo za vodljivostno
kanonic¢no obliko. Ustrezno realizacijo prikazuje slika 5.3.
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_———

! -K, (}x:' T (}#
| |
‘ Regulator ‘
‘ stanj -K ‘
A .

Slika 5.3: Regulator stanj

Celotni regulator stanj je torej dolocen z enacho

K=KT'=[a,—a, oapi—ap1 ...00—a]T" (5.30)

Enacba (5.30) je splosno uporabna. Ce merjena stanja pripadajo vodljivostni
kanoni¢ni obliki, je transformacijska matrika T' enaka enotini matriki I.

Primer 5.2 Za enak proces kot v primeru 5.1 nacrtajmo regulator stanj za
premikanje polov s pomocjo metode, ki izhaja iz zapisa sistema v vodljivostni
kanoni¢ni obliki

[

20.6 0 B= m (5:31)

1

Ker je proces ze v vodljivostni kanoni¢ni obliki, je ustrezna transformacijska ma-
trika kar enotina matrika T' = I. Z upoStevanjem enacbe (5.30) je regulator

K:KtT_IZ[OZQ—CLQ Oél—al]I_l:[CkQ—ag Oél—&l] (532)

a1 in as sta koeficienta karakteristicnega polinoma procesa

det(sI — A) = s? —20.6 = s* + a5 + as (5.33)

Torej je a; = 0 in as = —20.6. a7 in ay pa sta koeficienta Zelenega polinoma
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(s —)(s— po) = 8 +3.65+9 =35>+ 15+ (5.34)

Torej je a; = 3.6 in ap = 9, regulator pa je

K = [0[2 — Q9 1 — Cll] = [296 36] (535)

kar je enako, kot v primeru 5.1. O

5.1.3 Metoda s pomoc¢jo Ackermann-ove formule

Z uporabo Ackermann-ove formule izracunamo regulator stanj za premikanje
polov s pomocjo enache

K=[0 0 ... 0 1]Q,'9(A) (5.36)

kjer je @, vodljivostna matrika, A sistemska matrika, ¢ pa funkcija, ki doloca
zeleni karakteristi¢ni polinom

D(s)=(s—p1)(s—pa) ... (58— i) =" + 18" '+ s 2+ .. +a, (537)

Izhodisce izpeljave je Cayley-Hamiton-ov teorem, ki pravi, da matrika A zado-
voljuje lastno karakteristicno enacbo (@(s) =0, #(A) = 0).

Primer 5.3 Za isti sistem kot v primerih 5.1 in 5.2 na¢rtajmo regulator stanj za
premikanje polov s pomoc¢jo Ackermann-ove formule.

Regulator izra¢unamo s pomocjo enacbe (5.36). Matrika vodljivosti @, je

(5.38)

Q-8 aB)-|] (|

1 0
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S tem se tudi prepricamo, da je sistem vodljiv (rang (Q,) = 2), kar omogoca
poljubno postavitev polov. Ze v prejsnjih primerih smo izvedli zeleni karakter-
istiéni polinom, ki je

P(s) =5 +3.65+9 (5.39)
Zato je ®(A)
P(A) = A* +3.6A+9I = (5.40)
0 117 0 1 0 1 10
{20.6 0] [20.6 0} +36 [20.6 0} +9 [0 1] =
B [ 2.6 3.6 }
= 7416 296

in regulator K

0 1]1 { 296 3.6

K =0 1][1 0 74.16  29.6

} —[29.6 3.6] (5.41)

|

Torej smo dobili enak rezultat kot v primerih 5.1 in 5.2.

Primer 5.4 Slika 5.4 prikazuje invertirano nihalo, ki je pritrjeno na vozicku. 7
ustreznimi pomiki vozicka lahko dosezemo, da ostane nihalo v navpicni legi. V
ta namen zelimo nacrtati regulator stanj.

Vektor stanj je

T
Ho)
T3
Ty

(5.42)

858 OO
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X [sin ®

[cos ®
mg

\

@) @)

Slika 5.4: Invertirano nihalo

M je masa vozicka, m je masa nihala, [ je dolzina nihala in g je gravitacijski
pospesek. Spremenljivke stanj so zasuk nihala © in njegov odvod O (kotna
hitrost) v toc¢ki P, ter pomik vozicka z in njegov odvod Z (hitrost) v smeri z.
Vhod v sistem je sila u(t), ki deluje na vozicek, izhoda iz sistema pa sta zasuk
O(t) in pomik z(t).

Linearizirani matemati¢ni model je v prostoru stanj podan z matrikami

0 100 0
M+m 1
_ | %9 000 _ | —m
A 0 0 01 B 0
| -9 0 0 0 =
10 0 0
C__O010 D=0 (5.43)

Potrebno je nacrtati regulator, ki bo drzal invertirano nihalo v navpi¢nem
polozaju kljub morebitnim motnjam z ustreznim pomikanjem vozicka preko sile



5.1. REGULATOR ZA PREMIKANJE POLOV 273

u. Regulator stanj naj zagotovi dominantna pola z

¢ = 05in (5.44)

w, = 4rds!

Parametri invertiranega nihala so naslednji:

M=2kg m=01lkg [=05m ¢g=98lms? (5.45)

Matrike sistema so

0 1 00 0
20,601 0 0 O -1 1 0 0 0
A= 0 0 0 1 B= 0 C_[O 0 1 0} (5-46)
—-0.4905 0 0 O 0.5

Karakteristiéni polinom sistema je

det(sI —A) = s* —20.601s* = s?(5+4.539)(5—4.539) = 5" +a15> +ayss® +azs+ay
(5.47)

Torej so koeficienti karakteristicnega polinoma odprtozanénega sistema

a; =0 ay=-20601 a3=0 ay4=0 (5.48)

Odprtozancni sistem je nestabilen, kar je razumljivo, saj vsaka najmanjsa motnja
povzroci, da nihalo pade iz morebitne ravnovesne lege.

Ker ima vodljivostna matrika

0 -1 0  —20.601
1 0 -20601 0
Q=109 05 o0 0.4905 (5-49)

0.5 0  0.4905 0
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rang (Q,) = 4, je sistem vodljiv in je mozno dosec¢i poljubno lego polov. Zahteve
po ( in w, dominantnega para izpolnimo z lego polov

p1 = —2+73.464 po = —2—353.464 pu3=—-10 pug=—10 (5.50)

(1 in po predstavljata dominantni par za dosego predpisanega ( in w,, pz in
14 pa sta bolj oddaljena in ne vplivata bistveno na delovanje. Torej je zeleni
karakteristi¢ni polinom zaprtozancnega sistema

B(s) = (5 — p1)(s — po)(s — p3)(s — pa) = s*+248° + 1965 + 7205 + 1600 =
= s'+ays® + s’ +ags +ay (5.51)

in njegovi koeficienti

ap = 24 Qg = 196 3 = 720 gy = 1600 (552)

Matrika W, ki jo potrebujemo za izracun transformacijske matrike T' za
pretvorbo v vodljivostno kanoni¢no obliko, je

a3 Qa9 ap 1 0 —20.601 0 1
a2 ay 1 0 . —20.601 0 1 0
W aa 1 0 O 0 1 0 0 (5.53)
10 0 0 1 0 0 0
transformacijska matrika 7" in njena invertirana vrednost pa sta
0 0 -1 0
0 0 0 -1
T =QW= —9.81 0 0.5 0 (5:54)
0 -981 0 0.5
—0.0510 0 —0.1019 0
1 0 —0.0510 0 —0.1019
T N -1 0 0 0 (5-55)

0 -1 0 0
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Regulator dolo¢imo po enacbi (5.30)

K = [044 — a4 Qi3 — a3 Qg — Qa9 Q1 — al]Tfl = (556)
= [1600—0 720—0 196+20.601 24— 0]T "=

= [-298.15 —60.697 —163.099 — 73.394]
Regulirni signal (silo) podaja enacba
u(t) = —Kx(t) = 298.15x(t) + 60.697x5(t) + 163.099x3(t) + 73.394x4(t) (5.57)

Blo¢no shemo reguliranega sistema prikazuje slika 5.5. Slika 5.6a prikazuje

e e I o
x=Ax+Bu > y=Cx
A - | y-?:x
,,,,,,,,,,, S R R
,,,,,,,,,,,,,,, e e e
PO P |
: |
=0 ‘
k2 4xz ‘
X,=X !
kj < ‘
, :xfx
|

Slika 5.5: Regulacija invertiranega nihala

casovne poteke spremenljivk stanj in izhodnih signalov regulacijskega sistema pri
motnji ©(0) = 0.1rd, slika 5.6b pa pri motnjah ©(0) = 0.2rd, (0) = 0.2m. V
prvem primeru je motnja zacetni odmik nihala, v drugem primeru pa sta motnji
zacetni odmik nihala in zacetni premik vozicka. Vidimo, da regulator priblizno v
2s izregulira motnje in vzpostavi ravnotezno stanje. =
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01 x,()=0(1) ‘ 05 x,(1)=0(1)

a)

005\~ - "~
o\ -/ -

005 \/ IR
2

. x,()=x(1)

x,()=x(1)

4

f[s]

(0) =0.1rd
(0) = 0.2rd, z(0) = 0.2m

Slika 5.6: Regulacija invertiranega nihala a)

o
b) 6
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5.2 Observator stanj

Pri regulatorju stanj smo predpostavili, da so vsa stanja sistema merljiva. V
praksi pa so merljiva le nekatera stanja oz. izhodi iz sistema, ki so linearna kom-
binacija doloc¢enih stanj. Zato je pri uporabi regulatorja stanj potrebno nacrtati
t.i. observator, ki s pomocCjo vhodnega in izhodnega signala rekonstruira vsa
stanja (observator polnega reda), ali pa le minimalno Stevilo manjkajocih stanj
(observator minimalnega reda). Observatorji predstavljajo pomembne gradnike
modernih, racunalnisko realiziranih sistemov vodenja.

Osnovni princip realizacije observatorja polnega reda prikazuje slika 5.7.

r " B
| > B — | F=—/——1 ¢ e
| |
‘ A K !

" L Sistem ‘

e
] ]
‘ e ‘
i ’7 ‘
| x o ‘
> B >() = ¢ PO
| »y |
| A4 |
| |
| A% |
‘ H |« |
! Observator |

Slika 5.7: Osnovni princip realizacije observatorja polnega reda

Paralelno sistemu (realnemu procesu) je priklju¢en model sistema. V idealnem
primeru lahko prevzamemo, da sta proces in model podana z matrikami A, B
in C. Paralelni model je bistveni del observatorja in ima enak vhodni signal kot
sistem. Stanja observatorja so oznacena z &(t), izhod pa z g(t) in predstavljajo
oceno ustreznih signalov sistema.
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Bistvo delovanja je v tem, da se izracuna pogresek med izhodom sistema in modela
v observatorju. Ta pogresek se mnozi z matriko observatorja H, produkt H (y—7)
pa deluje na odvod ocenjenih spremenljivk stanj Z tako, da zmanjsuje pogresek.
Stanja, ki jih rekonstruira observator, so torej dana z enacbo

&= Az + Bu+ H(y — C%) (5.58)

Dodatna povratna zanka s H do neke mere zmanjsuje tudi vplive neujemanja
sistema in njegovega modela.

Napaka v oceni stanj je podana z izrazom

e(t) =x(t) — x(t) (5.59)
Ker velja
t—x = Ax— Az — H(Czx—Cz)= (5.60)
(A— HC)(z — )

je enacba stanj, ki opisuje dinamiko pogreska

e=(A— HC)e (5.61)

Vidimo, da je dinamika pogreska pogojena z lastnimi vrednostmi matrike A —
HC. Ce imajo le-te negativne realne dele, gre pogresek e(t) proti ni¢ ne glede
na zacetne pogoje x(0) in &(0). Z izbiro ustreznih lastnih vrednosti (polov ob-
servatorja) lahko dosezemo tudi zelen (hiter) potek pogreska proti nic. Te lastne
vrednosti oznac¢imo z vy, s, ..., V,. Velja torej

det(sI — A+ HC)=(s—1)(s—12)...(s—1vp) (5.62)

Potreben in zadosten pogoj za doloc¢itev observatorjeve matrike H, ki zagotovi
zelene lastne vrednosti matrike A — HC je, da je sistem € = Ax + Bu, y =
Cx + Du spoznaven.



5.2. OBSERVATOR STANJ 279

Za dolocitev observatorja H si bomo ogledali metodo, ki temelji na izenacitvi de-
janskega in zelenega karakteristicnega polinoma, metodo s pomocjo spoznavnost-
ne kanonicne oblike in metodo, ki temelji na Ackermann-ovi formuli.

5.2.1 Metoda izenacitve dejanskega in zelenega karakter-
isticCnega polinoma

Nacin je primeren za rede sistemov n < 3. Matriko H zapiSemo v primeru
sistemov z enim izhodom v obliki stolpnega vektorja

hy
h
H=|" (5.63)
B
Ta zapis vstavimo v enacbo (5.62). Z izenacitvijo ustreznih elementov dolo¢imo
matriko H.

Primer 5.5 Za sistem, ki ga opisujejo matrike

A [O 20.6}

. B—m C=1[0 1] (5.64)

1

je potrebno nacrtati observator polnega reda, tako da bo dinamika pogreska
dolocena z

¢ = 0.6 (5.65)
w, = 3rds!
oz. 7z lastnimi vrednostmi
v, = —1.8+43524 (5.66)

vy = —1.8—j24
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Ker ima sistem dve stanji, je matrika observatorja

=]

karakteristi¢ni polinom observatorja pa je

oot~ avmE =[5 V- [0 2] 4 [0 1=
s —20.6+h
—1 5+h2

= $% 4+ hos — 20.6 + hy

Zeleni polinom je
(s —1)(s—1p) =8>+ 3.65+9
S primerjavo izracunamo h; = 29.6, he = 3.6 in matriko observatorja

H— [29.6]

3.6

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

5.2.2 Metoda s pomocjo spoznavnostne kanoni¢ne oblike

Ce je model sistema

d:t = Atwt —+ Btu
y = Cix+ Du

v spoznavnostni kanonicni obliki

(5.71)
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0O 0 ... 0 -—a,
1 0 ... 0 —a,_
A= |1 ¢ S Ci=[0
0 0 ... 0 —ao
O 0 ... 1 —a
potem ima matrika A; — H;C; obliko
0 0 0 —a, — hn
1 0 0 —Cp_1 — hyo
A -HC,=|: : :
0 0 0 —ag — hyp_1
0 0 1 —a] —

oz. karakteristicni polinom

281

(5.72)

(5.73)

§" 4 (a1 + Rp) 8™ F (ag + hine1)8" 2+ .o 4 (Gne1 + hia)s + (an + hey) (5.74)

ki ga izenac¢imo z zelenim polinomom

(s—v)(s—1n)...(s—vp) =8"+ 518" ...+ Bu15+ B

Torej so komponente vektorja observatorja H

ﬁn_an

ﬁnfl — Qp—1

ﬁl—éh

(5.75)

(5.76)

Ce model, ki je vkljuéen v observator, ni v spoznavnostni obliki, pri tem pa je bil
observator nacrtan s pomocjo spoznavnostne oblike, potem potrebujemo trans-
formacijsko matriko T, ki prevede poljubno obliko v spoznavnostno kanoni¢no
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obliko. Ker v tem primeru popravek observatorja ni A& ampak Az, = H(y—17),
je potrebno vkljuciti Se transformacijsko matriko

TA#, — A = TH (y - §) = H(y - ) (5.77)

Torej je matrika observatorja

ﬁn_an

611—1 — Up-1

H=TH,=T (5.78)

51—a1

Primer 5.6 Za enak sistem kot v primeru 5.5 nacrtajmo observator stanj s
pomocjo metode, ki izhaja iz zapisa sistema v spoznavnostni kanoni¢ni obliki

A— [0 20.6}

LA B:m c=[0 1] (5.79)

1

Ker je sistem ze v spoznavnostni kanonicni obliki, je ustrezna transformacijska
matrika T' = I. Z upostevanjem enacbe (5.78) je matrika observatorja

H:THt:IV?_a2

ﬁl—al

ay in as sta koeficienta karakteristicnega polinoma odprtozanénega sistema

det(sI — A) = s* — 20.6 = s* + a;s + ay (5.81)

Torej je a; = 0, ay = —20.6.

(1 in (5 sta koeficienta zelenega polinoma

(s—v)(s—1vy) =8> +3.65+9=5"+ 15+ B (5.82)
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Torej je 1 = 3.6, B2 = 9, matrika observatorja pa je

e ] 2 s
Rezultat je enak kot v primeru 5.5. O
5.2.3 Metoda s pomocjo Ackermann-ove formule
Z uporabo Ackermann-ove formule izracunamo matriko observatorja
0
H=— 0(A)Q" 0 (5.84)
1

kjer je Q, spoznavnostna matrika, A sistemska matrika, ¥ pa funkcija, ki doloca
zeleni karakteristicni polinom

U(s)=(s—v1)(s—1)...(5 —vp) =8"+ 18" ...+ Burs+Bn  (5.85)

Primer 5.7 Za isti sistem kot v primerih 5.5 in 5.6 nacrtajmo observator z
uporabo Ackermann-ove formule.

Observator dolo¢imo s pomocjo enacbe (5.84). Matrika spoznavnosti je

AR o5

S tem se tudi prepricamo, da je sistem spoznaven in da je mozna poljubna
postavitev lastnih vrednosti observatorja, saj je rang (Q,) = 2. Ker je

W(s)=s"+3.65+9 (5.87)
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je

a2 296 74.16}
U(A) = A? + 3.6A + I = { e (5.88)
in ustrezna matrika observatorja
29.6 7416170 177'[0 29.6
H_{3.6 29.6}[1 0} [1]_[3.6} (5:89)

kar je enako, kot v primerih 5.5 in 5.6. 0
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Ucbenik Zvezni regulacijski sistemi - II. del je nadalje-
vanje tematike ucbenika Zvezni regulacijski sistemi - I. del in je
namenjen vsem, ki bi radi osvojili temeljna znanja iz podrocja
regulacij, v prvi vrsti pa seveda Studentom Avtomatike na FER.
Tematika je razdeljena na pet poglavij. Prvo poglavje obrav-
nava analizo regulacijskih sistemov s pomocjo diagrama lege
korenov. Drugo poglavje obravnava metode, ki zahtevajo poz-
navanje frekvencne karakteristike. V tretjem poglavju obrav-
navamo prehitevalne, zakasnilne in prehitevalno - zakasnilne
kompenzacijske metode za nacrtovanje regulacijskih sistemov.
Cetrto poglavje opisuje analizo sistemov v prostoru stanj, v pe-
tem poglavju pa obravnavamo nekatere metode za nacrtovanje
regulatorjev stanj in observatorjev.

Regulacija, diagram lege korenov, frekvenéne metode, kompen-
zacija, regulator stanj, observator.
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